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PROLOGO 
DEL 
TRADUCTOR 


Es sabido que las funciones analí- 
ticas se emplean con frecuencia 
en distintas disciplinas teóricas y 
aplicadas: en la teoría analítica de 
los números, ecuaciones diferencia- 
les, geometría, hidromecánica, me- 
cánica celeste, etc. El conocimiento 
de los principios fundamentales de 
la teoría de las funciones analíticas 
es una premisa indispensable en la 
educación matemática moderna. 
Actualmente esta teoría se ha de- 
sarrollado tanto que resulta difícil 
abarcar en un solo libro todas 
sus múltiples ramificaciones. Entre 
las diversas obras que se han escrito 
sobre esta disciplina, la «Teoría 
de las funciones analíticas» de 
A. I. Markushévich posee una serio 
de méritos particulares. En primer 
abarca un amplio material, 
debido a lo cual se edita en dos 
tomos. Por otra parte, es accesible 
para aquel que no conozca aún 
los elementos de la teoría de las 
funciones de variable compleja y 
desee emprender un estudio indivi- 
dual de la misma. Además, consi- 
deramos que es una de las obras 
más completas y mejores de Ja teoría 
on cuestión. Para poder compren- 
derla basta con tener los conoći- 
mientos que se exigen en los dos 
primeros cursos de la Facultad de 
Matemáticas de Ja Universidad. 
Puede ser útil también para los 
que preparan la tesis doctoral y 
deseen especializarse en teoría de 
funciones. Posiblemente, para al- 
gunos lectores esta obra servirá de 
punto de partida para ampliar sus 
investigaciones sobre algún tema. 
El autor expone en este curso 
tanto los elementos de la teoría de 
las funciones analíticas como sus 
secciones modernas. Las demostra- 
ciones de los teoremas y, en ge- 


neral, las cuestiones más difíciles, 
se analizan con todo detalle y de 
manera muy razonada. 

El libro contiene numerosos 
ejemplos que, frecuentemente, 
ilustran los temas que son objeto de 
estudio. En muchos casos estos ejem- 


diado pierde su valor en condicio- 
nes más moderadas. 

Al final del segundo tomo y como 
apéndice, se incluye un artículo del 
mismo aulor «Sobre la base en el 
espacio de las funciones analíticas». 
Los enunciados y teoremas expues- 
tosfen él se deben también al 
profesor Markushévich. 

Al final de cada tomo se inserta 
una amplia bibliografía sobre los 
distintos problemas estudiados. 

Esperamos que la edición espa- 
ñola de esta obra sea bien acogida. 
Al final del primor tomo de la pre- 
sente edición española incluimos un 
apéndice del traductor—«Seudopo- 
linomios ortogonales»—en el que 
so hace una generalización de los 
polinomios de Legendre, expuestos 
en el libro. 

Quedaremos muy agradecidos 
a todos aquellos que deseen dar- 
nos su opinión acerca de la traduc- 
ción. 


E. Aparicio Bernardo 


PREFACIO 
A LA 
EDICION 


ESPAÑOLA 


En el presente curso de «Teoría de 
las Funciones Analíticas» en dos 
volúmenes se han recopilado las 
lecciones dadas a lo largo de varios 
años por el autor en la facultad 
Mecánico-Matemática de la Uni- 
versidad Lomonósov de Moscú. 
Abarca con suficiente amplitud la 
teoría de las funciones de una varia- 
ble compleja, incluyendo las 
transformaciones conformes, inter- 
polación de las funciones por poli- 
nomios, elementos de la teoría 
de las funciones armónicas y subar- 
mónicas, fundamentos de la teoría 
de las funciones enteras y mero- 
morfas, el concepto de superficie de 
Riemann y prolongación analítica. 

El lector que desee estudiar los 
importantes problemas de la teoría 
modena de las funciones analíticas 
de varias variables complejas de- 
berá consultar otros libros. 

El autor espera que su obra será 
útil para los que deseen estudiar 
una de las partes más interesantes 
del análisis clásico y de la teoría 
de las funciones. 

Es para mí sumamente grato que 
a las ediciones en ruso, inglés 
y chino venga ahora a sumarse esta 
edición en uno de los idiomas uni- 
versales, como es el español. 

Aprovecho la ocasión para ex- 
presar mi sincero agradecimiento al 
traductor, E. Aparicio, por su esme- 
rada y competente traducción. 


А. Markushévich 
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CAPITULO 
PRIMERO 


CONCEPTOS 
FUNDAMENTALES 


$ 1. EL OBJETO DE LA TEDRIA 


1.1. La disciplina matemática que se expone en este libro lleva 
dos denominaciones: teoría de las funciones ana- 
líticas y teoría de las funciones de varia- 
blo compleja. Cada una de éstas está justificada. 

Una función de variable real, definida en cierto intervalo (a, b) 
se Пата análitica enun punto z, de este intervalo, si en un entorno 
de esto punto la función se puede expresar en forma de la suma de 
una serie de potencias convergente, dispuesta según las potencias 
de x — Zo: 


ао а (2— Zo) + z (8 — 20) 4... + an (2 — 20)” + 


Una función quo es analítica en cada uno de los puntos del inter- 
valo se llama analítica en este intervalo. Todas las funciones ele- 
mentales que se estudian en el análisis son analíticas en toda la 
región de su definición, a excepción, posiblemente, de algunos pun- 
tos. Por ejemplo, un polinomio Pm (2) = ao + at +... + ant", 
la función exponencial e*, las funciones trigonométricas (son 2 
y cos х), son analíticas en todos los puntos, puesto que para cual- 
quier zo subsisten los desarrollos: 


5 pn 
Раа) = Pn A 7" (a) o O eah, 


Aa lea do 
а 
sen (0+7 
sen z = sen zo 29020 (2—20) +. Pi РОНД x 
я 
senza cos (2045) 


соза соз а, — М а) mad 
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1 


la función es analítica рага 25 а, puesto que 


+ + (a + 


si apa y 
puesto que 


= j< 4; la función = es analítica para 2520, 


=» 


3 
х(®—ж)®+.... 


si 20 y | == [<= la función Inz es analítica en todo el 


campo de su dofinición, puesto que 


а= пао (142) = nz + (02) 


Ре 1 — 4)? 
тр (2—5) 
si 2 >0 y | [ss ete. 


HOD iy ea 


Como el resultado de las principales operaciones algebraicas 
y analíticas (suma, resta, multiplicación, división, derivación 
e integración), efectuadas con las series de potencias, se expresa 
también, generalmente *), por una serie de potencias convergente, 
es posible hacerse ahora una idea de la amplitud e importancia de 
la clase de las funciones analíticas. En realidad, su importancia 
es todavía mayor puesto que son también analíticas.en los corres- 
pondientes intervalos, por ejemplo, las funciones analíticas de 
funciones analíticas, las funciones inversas a las analíticas, las 
funciones que satisfacen a una ecuación de la forma 


Po (2) + Pr (х) f (=) + - - - + Pn (2) [f 0)" = 


=) En el caso de la división, son excepcionales solamente los puntos ais- 
lados ей los que so anula el divisor. 
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(ecuación algebraica de grado т con respecto a f(z)) о a una ecua- 
«ción de la forma 


ре (а) / (8) + р (х) LO +... + paa) LO — (a) 


(ecuación diferencial linoal de orden п con respecto a f (2), donde 
Po (х), .. ., Pa (2), q (т) son funciones analíticas. 

Por lo tanto, no es de extrañar que todas las clases más importan- 
tes de funciones que aparecen en el análisis clásico y en sus apli- 
caciones a los problemas de mecánica y física, sean analíticas 
a excepción de algunos puntos singulares de estas funciones. 

De aquí se deduce la extraordinaria importancia que tiene un 
estudio especial de las propiedades generales de las funciones ana- 
líticas. 

1.2. A pesar de lo amplia que es la clase de funciones analíticas, 
ésta forma solamente una parte regular de la clase de funciones 
infinitamente derivables (o sea, de las funciones 
que poseen derivadas de cualquier orden). Aquí demostraremos la 
siguiente proposición: una función f (х), definida en un entorno de 
un punto хо, es analítica en este punto cuando, y sólo cuando, se cum- 
plen las condiciones: 

1) ésta es indefinidamente derivable en cierto entorno de este punto, 
2) existen unos números positivos $ y М tales, que para cualquier т 


del intervalo (za — 6, zo + б) y para cualquier natural k, se verifican 
las desigualdades: 


oMi, (1.2:1) 


Demostración. Las condiciones son necesarias. En efecto, 
si f(x) es analítica en el punto zp, en cierto intervalo (%—р, 
Zo +p) se expresa por una serie de potencias 


На) =at a, (22) +... Han (3—2) +...,  (1.2:2) 


que, comd es sabido por el análisis, admite derivación término a 
término la cantidad de veces que se desee, de modo que existen 
derivadas de cualquier orden k, expresables también por series de 
potencias: 


JU шуа, + (a aop ED as (a o 


(4.2:3) 


(12— 20] <p). Fijemos ё de manera que sea: 0<26<p. Entonces, 
la scrie (1.2:2) convergerá [para х=ж-Е2$; рог a 
lim 2, (28)*=0, de donde se deduce que la sucesión {an (28)") es 
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acotada, о sea, 
|а„(25°{<<ч М' (n=0,1,2,...). (1.2:4) 
Acotemos ahora | 7% (z)| en el intervalo (2—0, 2048); apli- 
cando (1.2:3) y las desigualdades (1.2:4), obtenemos: 
БЕИ EA ICA 
M аж. ка CE з 
ЕТ + EN E a шш а 
kl M’ к 1 (+10) (4-2) 1 у 
= "уг [1+ 1 + 2! at ]- 


(1 ar 


<км 


2 


Ahora по quoda más que poner 2M’ = М рага obtener las dosi- 
gualdades (1.2:1). 

Demostremos que las condiciones del teorema son suficientes. 
Sea f(z) una función indefinidamente derivable еп el intervalo 
(to — б, те + 6), y supongamos que se cumplen las desigualdades 
(1.2:1). Escribamos f (х) según la fórmula de Taylor con el tér- 
mino complementario en forma de Lagrange: 


a ух 
xr 9 a)". (1.2:5) 
So tiene: 
е аа ¿Ela pm (LE 2)”, 


y, por consiguiente, el término complementario tiende a cero 
cuando п —» оо, si |—xp|<0. De esto se deduce que еп el 
intervalo (y —5, 2¿+08) la función f(x) se expresa en serie de 
potencia: 


1@)= 


es decir, es analítica en el punto ту. 

El criterio de analiticidad establecido en este teorema es satis- 
factorio en el sentido de su determinabilidad absoluta y su per- 
fección. Sin embargo, resulta muy incómodo para las aplicaciones, 
así como para las cuestiones teóricas, puesto que está basado en el 
conocimiento del comportamiento de las derivadas de cual- 
q ul er orden en cierto entorno del punto dado (desigualdades 
(1.2:1). 


ma E a 
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1.3. El mérito de Cauchy consiste en haber desarrollado los 
fundamentos de la teoría general de las funciones analíticas saliendo 
al campo de la variable compleja. Para las funciones analíticas 
esta salida se efectúa de un modo simple y natural. No hay más que 
gencralizar los principios básicos de la teoría de límites al campo 
de los números complejos y observar que la serio 


A Cit) MN] 


que es convergente para todos los valores de la variable real z que 
cumplen la condición | z — zo | < р, sigue siendo convergente tam- 
bién para todos los valores de la variable compleja 2 = = + iy que 
cumplen la condición | 2 — zo | < р y, por consiguiente, determina 
una función de la variable compleja 2 que se puede considerar como 
la prolongación (o generalización) de la función analítica 
de variable real al campo de los números complejos. Ya hace mucho 
que so empleaban prolongaciones de este género. Estas son bien 
conocidas en el álgebra para el caso de polinomios donde, por cierto, 
no se necesitan estudiar las cuestiones de convergencia, sino que 
es suficiente establecer las reglas de las operaciones algebraicas sobre 
los números complejos, y también en el curso de análisis, por ejem- 
plo, para el caso de la función exponencial е“, donde de un modo 
semejante se deduce la fórmula clásica de Euler 


е0 =cos a+ isen z. 


El mérito histórico de Cauchy, mencionado anteriormonto, no 
radica on que él comenzó a reemplazar en las series de potencias 
la variable real z por la variable compleja z. Esto ya lo hacían 
antes, en el siglo XVIII. Su mérito consisto en quo Cauchy fundó 
una teoría sistomática de las funciones de variable compleja, seme- 
jante a la teoría de las funciones de variable real (aquí tenemos 
en cuenta el análisis elásico), que incluyo la tooría de límites, el con- 
cepto de descontinuidad, la derivada, la integral y la teoría do 
series, Con esto, quedó claro el hecho fundamental de que el concepto 
do función de variablo compleja, analítica en un recinto G, es decir, 
de función que admite una representación de la forma 


A (e—a). Hana (13:1) 


en cierto entorno de cada punto 20 del recinto (todos los números que 
figuran aquí son complejos y, en particular, reales), coincide total- 
mente con el concepto de función derivable en el mismo recinto. 
Uno de ellos implica el otro, y la existencia de la derivada primera 
de Ја función f (2) da lugar a que la función sea desarrollablo en sorio 
de potoncias. Ya se vio en el apartado 1.2 lo complicada que es la 
relación entre la derivabilidad do la función y su analiticidad cuando 
nos limitamos solamente a valores reales de la variable indepen- 
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«diente. La salida al plano complejo tiene también muchas más ven- 
tajas ante el estudio de las funciones en el campo real solamente. 
En particular, aquí se observa que las propiedades de analiticidad 
se pueden caracterizar también muy sencillamente considerando 
la integral de la función compleja f (з), o estudiando sus desarrollos 
en series de polinomios arbitrarios, etc. 

Esta pluralidad de propiedades y relaciones simples entre ellas 
sirven de verdadero fundamento de la teoría de las funciones analí> 
ticas de variable compleja, llamada también frecuentemente teoría 
do las funciones de variable compleja, Desde luego, las conclusiones 
obtenidas acerca de las funciones analíticas de variablo compleja 
aclaran también, particularmente, las cuestiones referentes a las 
funciones analíticas de variable real en las que se convierten las 
primeras funciones cuando los NÚMEroS ар, ..., n, + . «> Zo, Cn la 
expresión (1.3:1) son reales y a la variable z se le atribuyen valo- 
res reales. 

El presente curso está dedicado а la teo- 
«ía de las funciones de variable compleja. 


$ 2. LOS NUMEROS COMPLEJOS 


2.1. Se suponen conocidos por el curso de álgebra *) los nú- 
moros complejos, su representación geomótrica y las opo- 
raciones con los mismos. Para facilitar la lectura, haremos aquí 
an resumen de las definiciones y conclusiones fundamentales rela- 
tivas a los números complejos. 

Todo número complejo es de la forma a + bi, donde a y b son 
números reales. El primero de ellos so llama parte real, y el 
segundo, parte imaginaria del número complejo. Desig- 
nando a + bi mediante с, escribiremos: 


a=Rec y b=Imc, 


«donde Re son las primeras letras de la palabra latina realis (real) 
o Im son las primeras letras de la palabra imaginarius (imaginario). 
Dos números complejos se suponen iguales cuando, y sólo cuando, 
son iguales las partes reales e imaginarias por separado. Un número 
complejo con la parte imaginaria igual а сего: с = а + 0:1, se 
escribe así: с = a, y se identifica con el número real a. En particular, 
el número 0 + 0.2 se identifica con el cero. Por lo tanto, los núme- 
ros reales representan un caso particular de los complejos. Un número 
complejo con la parte real igual a cero: с = 0 + b-i, se escribe 
así: с = bi. Si también b = 0, entonces, с es como antes igual a cero 
la=b=0). Si Ь 52 0, el número с se llama imaginario 


*) A.K urosch, Curso de álgebra superior, Editorial MIR, Moscú, 1968. 
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ри го. En particular, enando b = 1 resulta la unidad ima- 
ginaria: 1-4 En general, un número complejo a + bi 
sellamaimaginario, sisu parle imaginaria es distinta de cero. Por 
lo tanto, los números imaginarios puros representan un caso parti- 
cular de los imaginarios (que corresponden al caso, en que la parle 
real es igual a cero). 

Los números complejos forman un ca m po *). Esto signilica 
que para ellos están definidas las operaciones de sumar y multi- 
plicar, cumpliéndose las leyes conmutativa, asociativa y distributiva 


YA 
[ГД 
y 
A А 
а 
> 
FIG. 1 


(para la multiplicación con respecto a Ja suma), y adomás, para 
la suma existe la operación inversa: la resta, y para la multiplica- 
ción, la operación inversa; la división. En otras palabras, las Ccua- 
ciones a + x = b y a-x =b siempre tienen solución con respecto 
a la incógnita ж (esto último con la condición complementaria de 
que a 0). 

Los números О y 1 se Патап cero y unidad, respectiva- 
mente, del campo de números complejos. Desde el punto de vista de 
las operaciones сп el campo de los números complejos, todo número 
imaginario puro bi puede ser interpretado como el producto del 
número roal b por la unidad imaginaria į, y Lodo número complejo 
a + bi, como la suma del número real а y el número imaginario 
puro bi. 

2.2. Lo más soncillo para representar geomélricamente los núme- 
ros complejos son los puntos o los yectores del plano, en el que se 
ha elegido un sistema cartesiano de coordenadas rectangularos. 
Por imagen geométrica del número complejo с = a + bi se puede 
tomar con igual ventaja, tanto el punto de abscisa a y ordenada b 
(en este caso, el número a + bi se llama afijo de este punto, 
que proviene de la palabra latina affizus, que significa, sujeto a algo) 
como el vector cuya proyección sobre el eje de abscisas cs igual 
a а y su proyección sobre el ejo de ordenadas, igual а b, 


*) O sea, un cuerpo conmutativo. (Nota del Т.) 
21199 


18 CAP. 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


Empleando el idioma geométrico se puede hablar entonces del 
punto o del vector, en lugar de hablar del número complejo corres- 
pondiente. 

Conservando para la abscisa y ordenada las designaciones ordi- 
narias х e y, escribiremos frecuentemente los números complejos 
en la forma z= z + iy. El plano, cuyos puntos (o vectores) se 
utilizan para repcesentar geométricamente a los números complejos, 
lo llamaremos plano complejo, o bien z-p la no; el eje 
de abscisas, eje real, y el eje de ordenadas, eje imagi- 
na rio. Está claro que los números reales se representan por puntos 
del eje real (o por vectores paralelos al mismo); los números imagi- 
narios puros, por puntos del eje imaginario (o por vectores paralelos 
al mismo), y, en general, los números imaginarios, por puntos no 
situados en el eje real (o por vectores no paralelos al mismo). Si 
un número complejo es diferente de cero, su punto determinativo 
os distinto del origen de coordenadas. En este caso, para su determi- 
nación, además de las coordenadas cartesianas x e y pueden utili- 
zarse también las polares; el radio vector r > 0 y el ángulo polar Ф 
(que se determina salvo un entero arbitrario, múltiplo de 2л). 

Con respecto al afijo del punto z = z + iy, estos números se lla- 
man módulo y argumento, respectivamente, y se desig- 
nan del siguiente modo: 


121. D=Argz. 


Para z=0 el módulo es igual a 0, mientras que el argumento 
no está definido (carece de sentido). 
Como, evidentemente, 


z=rc0s UV е y=rsen0, 
so tiene 


æ+ iy =r (cos Ф 4- ¿sen Ф). 


Hemos obtenido la expresión de un número complejo en coorde- 
nadas polares (o, como suele decirse, la forma trigono- 
métrica del número complejo). Es comprensible que el módu- 
lo de un número complejo es al mismo tiempo la longitud del vector 
que representa a este número,,mientras que el argumento, es el 
ángulo que forma este vector con la dirección posiliva del eje real 
(determinado, como siempre, salvo un entero arbitrario, múltiplo 
de 2л). 

airo los valores del argumento del número z + 0, existe uno, 
y sólo ino, comprendido entre —x y +x (posiblemente, incluyendo 
este último valor). Este se denomina valor principa 1 
del argumento y se designa mediante arg z. Así, pues, 


—a<argz<xa 
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y 
Argz=argz+ 2na, 


donde n recorre todos los números enteros (0, + 1, + 2,...). 
Señalemos las relaciones: 
l= V rF, 
tg (arg 3) Я 
De esta última se puede sacar la conclusión que el arg z coincide 


con uno de los valores de Arctg 2. Designando el valor principal 


de Агс\ 2, о sea, el valor comprendido entre — E y $ (incluyendo, 


posiblemente, este último), mediante arctg $, tendremos: 
argz=arctg £ , si 220, 
атол Багш, ві 2<0,y>0, 
argz= —л тасш, si 2<0, y<0, 

si 2=0, y>0, 

si 2=0, y<0. 


Los números complejos х + іу e х — iy se llaman conju- 
gados (entre sí). Estos se representan por puntos simétricos con 
respecto del eje real, y son iguales entre sí sólo cuando son números 
reales. 51 z + iy = 2, el número conjugado con éste se designa. 
mediante 2: x — iy = 2. 

Como el conjugado соп x — iy es z + iy, resulta (2) = 2. 

De Ja definición misma do números conjugados se deduce que sus 
módulos son iguales у los valores de sus argumentos se obtienen 
uno del otro permutando sus signos, o sea, son opuestos. Obsérvese, 
por otra parte, que si z = = < 0, entonces, 2 = = < 0, y los valores 
principales de los argumentos de los números z y z son iguales 
entre sí: 

arg2=a1gi=x. 

2.3. Las operaciones sobre los números complejos se efectúan 

según las siguientes reglas: 


Z1 +32 (ж + Ta) + i (y1 +42)» 


24-22 = (тл — Yo) + (Ya + 2081), 
2 
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de donde se obtienen las reglas para las operaciones inversas: 
до a= O 


-27 Ya 2201—2102 + 
Eon + (iy 0). 


Si los números complejos 2, y 2; vienen expresados on coorde- 
nadas polares 


ау =r; (сов D+ isen Фу), Ze = ra (cos Ф, +¿sen Wa), 


las reglas de la multiplicación y división proporcionarán los 
siguientes resultados: 
rira [cos (Ф, Ф) + isen (Ф, + Ф;)], 


T - а. [cos (Ф, — Ф,) 4-¿sen(D,—D)] (72220). 


ze 


os decir, al multiplicar dos números complejos se multiplican sus 
módulos y se suman sus argumentos, mientras que al dividirlos 
se dividen sus módulos y se restan sus argumentos. 

Todas estas operaciones tienen un significado geométrico sen- 
cillo. Representando z; y zz por vectores del plano complejo sacamos 
la conclusión de que la suma д, + 2з se represénta por la diagonal 
del paralelogramo construido sobre los vectores z; y Zs. Para repre- 
sentar gcométricamente la diferen: onveniente representar 
los puntos z, y zz por puntos (o, lo que al fin y al cabo se reduce 
a lo mismo, por vectores que parten del origen de coordenadas). 
Entonces, la diforencia'2, — 2, se representará por un vector cupo 
origen coincide con el punto 2; y su extremo, соп el punto'z,. Do 
aquí se deduce que el módulo de'la'diferencia | z, — 2; | es igual 
a la distancia entre los puntos z, y 2;; esta observación resulta muy 
útil. En particular, la ecuación | 2 — zo | = p representa una cir 
<uuferencia con centro en zo y de radio p; la desigualdad. | z — Za | < p 
representa el interior de esta cireunferencia ая 

La suma de unos cuantos números complejos se representa por un 
vector que cierra la poligonal construida con los vectores que repre- 
sentan a los sumandos. Я 

Mediante el significado gcoñítélrico indicado de las bperaciones 
de adición y sustracción (o bien, directamente, es decir, de un modo 
puramente algebraico) se establecen unas desigualdades muy impor- 
tantes que permiten acotar el módulo de la suma о el módulo de la 
diferencia de números complejos. Estas son: 


\ш-++®+...++%|&]н|+]1в|+...-+ 1]. 
a [2221 > u zeļ] zall- 
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En cada una de estas desigualdades se alcanza el signo de igual- 
dad cuando, y sólo cuando, los argumentos de los números complejos 
б, Zas +. ., 2, son iguales entre sí, es decir, cuando los vectores 
correspondientes son paralelos a una misma recta y Jlevan una misma 
dirección. 

Obsérvese que, para expresar el módulo de la suma de unos cuan- 
tos números complejos por estos números, frecuentemente proceden 
del siguiente modo. De la regla de multiplicación de los números 
complejos se dednce que 2-2 = 22 + p? = | 2 | ?, ез decir, |2 | = 
= Иа? + y). Haciendo aqui 2 = 2, + 25 +... -t Zn у obser- 
vando que entonces 2 = Zi -r 3+ ... + 2, obtenemos: 


Па Га am Fmt ar... 


Este es el resultado que se necesita. 

El significado goométrico de la multiplicación se observa inmos 
diatamente de la regla enunciada anteriormente. Precisando, el 
vector que representa +al producto 3,-22 se obtiene del vector z 
haciéndole gicar un ángulo igual a Arg 2; (es decir, igual a uno de los 
valores de Arg za), y alargándolo, o sea, cambiando su longitud 
| 22 | veces. En particular, a la multiplicación por un número com- 
plejo za, enyo módulo es igual a la unidad: 


соз Ф, + ¿son Da, 


+ Zn). 


le 


corresponde solamente una rotación del vector 2, alrededor del 
origen do coordenadas on el ángulo Ф,. 

De un modo análogo se interpreta el significado geométrico de 
la división. De las reglas de sustracción y división se deduco inme- 
diatamente que el ángulo bajo el que se ve desde el punto zo ol par 
de puntos z, y zz, es igual (salvo un entero múltiplo de 2л) al argu- 
mento del cociente de las diferencias zı — 20 Y Zz — 20 

и— 


Arg, 


Aquí hemos tomado 2, — те por dividendo y zz — 20 por divisor. 
Esto corresponde a suponer que el ángulo con el vértice оп el punto 
Zo se calcula desde el vector Ze — zo hasta el vector zı — 20 ей dire 
ción contraria a la del movimiento de las agujas del reloj. 

Detengámonos, finalmente, en las operaciones de elevación a po- 
tencia y extracción de raíz. Como ordinariamente, por potencia de 
un número complejo z, siendo natural el exponente п, se entiende 
el producto de n factores, cada uno de los cuales es jgual а 2. 


») Mediante } 72 designamos el valor positivo de la raíz de grado n del 
número positivo r, es decir, el valor aritmético de la raíz. 
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Si 
2 = г (cos D+ isen Ф), 
de aquí se deduco que 
z 


r” (cosnD + isen nD); 
рага r=1, obtenemos: 
(cos Ф +- i sen Ф)" = cos HD + i sen nD 


que es la fórmula de Moivre. 

El lector puede convencerse fácilmente de que la regla de ele- 
vación a una potencia (en particular, la fórmula de Moivre) con- 
serva su valor también para cualquier exponente entero m, si se hace 


Palyrm=to, 


Se Пата raíz /Z de grado л (n es natural) del número com- 
plejo z cualquier número complejo € que satisfaga a la ecuación 
=з. 


Si z=0, se tiene ф=0. Si 2520, haciendo las notaciones 
2==r (соз Ф-- ¿sen Ф) y E=p(cos A+ isen А), obtenemos: 


p" (cos nA + {зеп пА) = г (cos D + i sen Ф), 


de donde 


nA=0+4+2kn=Argz, A= 28i, 


Por consiguiente, . 
=т= VFF (cos AE 4 i sen AEE) Ț 


Para unos mismos valores de z y n se pueden obtoner distintos valo- 
res de la raíz, tomando valores del Arg z que se diferencien entre 
sí оп 2kx, donde k no es divisible por n. Por ejemplo, considerando 
los siguientes valores del Arg z: 


arga, argzr2n, .... argz+2(n—1)a, 


hallamos п valores distintos de la raíz, соп los cuales se agotan 
todos sus valores posibles. puesto que cualquier valor del Arg z 
se diferencia de uno de los elegidos previamente en un número 
Че la forma 2mnx, donde т es un número entero. Así pues, la raíz 
de grado п del número z tiene л valores distintos (siendo z = 0), 
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que están contenidos ел la fórmul 


lib 
з е Jal (cos 2 


Al valor de 17 2, igual а 


Ta] (cos 282. -isen E A 


llamaremos valor principal de la raíz y lo designaremos 
mediante у: (cuando z es un número real positivo, su valor 


principal coincido con el valor aritmético). 
Сото Argz = arg Z + 2m7 =argz + Arg 1, ве tiene: 


Vid (cos МЕА | ¡soy BELANI) 2. 
= [У (cos MES 4 isen EZ )] х 
х (cos MEL pisen MEL) 


- 
рей, 


o sea, todos los valores de }/ 2 se pueden obtener del principal mul- 
tiplicando esto último por los valores distintos de la raíz del mismo 
grado de la unidad. 

Finalmente, introduzcamos la potencia con un exponente racio- 
nal arbitrario haciendo por definició 


Aa" 


(т es un número entero, п es natural, m y n son primos entre 
si). Entonces, tendremos: 


“= {Уйа [cos 2082 + ison АЕТ" 


=(Y [21)”- (cos E Arga4 isen T Arga) > 
і convenimos en entender por |z[¥ ol número positivo у [21% 


la última relación se escribe así: 
mn 


ЕД (соз-= Angs + isen "т Аш) A 


Proponemos al lector comprobar que la definición de potencia 
con exponente racional mediante la igualdad 


ERA 


es equivalente a la anterior. 
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$ 3. CONJUNTOS Y FUNCIONES. TEORIA DE LIMITES. 
LAS FUNCIONES CONTINUAS 


3.1. A continuación, hablando de números complejos, empleamos 
el idioma geométrico. Por lo tanto, el estudio de diversos conjuntos 
de números complejos se reduce al estudio de distintos conjuntos 
de puntos en el plano. 

Sea Ё un conjunto de puntos del plano z. Suponemos que éste 
no os vacío, ез decir, que contiene al menos un punto y que, en gone- 
ral, es un conjunto infinito de puntos. Si а cada punto z € E*) 
se һа puesto en correspondencia algún conjunto de puntos no vacío 
E., se dico que en E está definida (o determinada) una función 
рага la cual los puntos z Є Æ representan los valores de la 
variable independiente (о del argumento) y los pun- 
tos de £ los valores de la funci Por ejemplo, 
Arg z ез una función definida en el conjunto de todos Jos puntos del 
plano, distintos de cero, y el conjunto 8, está formado aquí por 
los números arg z + 2kn (k == 0, +1, +2, . . 

lin nuestra definición se supone que, en general, las funciones, 
son multiformes, Si cada 8, contiene solamente un punto, 
obtenemos una función uniforme, . 

Designemos los valores do la función mediante ш = u + iv. 
Entonces, las funciones definidas en Æ se pueden representar en la 
forma w = f (2), w=F (2), w = Ф (2), ... (¿€ E); por cierto, la 
indicación del conjunto Æ se puede omitir siempre que esto no dé 
lugar a incompresiones. Сото z toma valores complejos que, gonc- 
ralmente, son imaginarios, se dice que so trata de funciones de 

mpleja. 

rticularmente, todos los valores de la función pueden ser 
realos: w = u (v = 0). En este caso, la función de variable compleja 
puedo considerarse como una función de dos variables reales, x € y, 
que toma valores reales и. En efecto, si al complejo 2 = x -| iy 
se ha puesto en correspondencia el número (o los números) 1, csto 
significa que al par de números reales > e y se ha puesto en corros- 
pondencia el número real ш. 

Veamos el caso general. Como todo número complejo w se deter- 
mina por su parte real н y su parte imaginaria v, definir una función 
f (2) en el conjunto Æ significa definir en este mismo conjunto 
dos funciones de dos variables reales z e y: и = Фф (z, y), v = Ар (2, y). 
Rocíprocamente, si en el conjunto E están definidas dos funciones 
u = ọ (x. y) y v = Ņ (z, у). que toman valores reales una indc- 
pendientemente de la otra, entonces, queda definida también una 


ж) Escribimos z € E para decir que z es un punto del conjunto Æ (z perte- 
тесе а E 
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función compleja: Р 
ш = иір ф(х, у) +ip(z, y = 7 (2). 
Por ejemplo, tenien 


lo la función de variable compleja 
= (r+ iy ?=x* —y 42 rip, 
tenemos a la vez también dos funciones reales de æ e y: 
2 y v= 221. 


А las dos funciones reales: и-=а%—у, г 
la función de la variable compleja ¿== + iy: 


w= u+ ive (z? — y?) 4 ie®t = f (3). 


tas observaciones muestran que toda la teoría de la función 
de la variable compleja z se podría interprélñt como la teoría de los 
paros de funciones de dos variables reales x o y. A vecos, utilizaromos 
esta interpretación. 

De lo anterior se deduce que el concepto de función real de dos 
variables reales es un caso particular del concepto de función de 
variable compleja. Del mismo modo, el concepto de función real 
do una varinble está contenido en el concepto de función de variable 
compleja como un caso particular. Para obtenerlo, es suficiente 
suponer que el conjunto Æ está situado en el eje real (entonces, 
z = т) y que los valores de la función som números reales (w = и). 

A continuación, hablando de funciones tendremos en cuenta las 
funciones do variable compleja. 

3.2. Supongamos que Æ es el conjunto de Lodos los números natu- 
ralos: 1, 2, 3, 4, ,.., п, . Toda función uniformo definida en Æ 
se llama sucesión, y sus valores, términos de la sucesión. 
Designándolos mediante Wi, 102, . . de modo que wp 
corresponde al valor z = п, denotar ión mediante el 
símbolo {wp}. Si Æi, kz, ka, - . . es algún conjunto infinito de nú me- 
ros naturales (distintos entre sí), los términos correspondientes de 
la sucesión {Wp} : Wris Whar Шу, > + «+ Wans - - =+ forman una nueva 
sucesión {Win} que, con respecto a la sucesión {wa} se denomina 
sucesión parcial (o contenida en (10, }). Así, por ejemplo, 
Wy Wap > o ss A A” O Wio Wyr 
шуу -ma Wyns + + «+ Son distintas sucesiones parciales de la suce- 
sión (un). 

Sea zo algún punto del plano. Cualquier círculo que contenga 
en su interior a este punto, se llama entorno del mismo. En 
particular, todo círculo con centro en 20, se denomina entorno del 
punto zo: |2 — Zo | < p (р > 0). 

El punto ту se llama punto de acumulación do 
la sucesión {Wa}, si para cualquier entorno del punto zo 


ш 


u=? 


wt corresponde 
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existe una sucesión parcial {Wyn} cuyos términos todos pertenecen 
a este entorno. Por ejemplo, el punto O es un punto de acumulación 


para la sucesión 1, + ‚эбзе ру ++ «5 los puntos O y 1 son puntos 


de acumulación para la sucesión 0, 1, 0, 1,0, 1, . . . (para el punto 0 
la sucesión parcial que figura en la definición de punto de acumula- 
ción está formada por los términos de índice impar: 0, 0, 0,0,...; 
рага el punto 1, por los términos de índice par: 1, 1, 1, 4, .. 


FIG. 2 


Obsérvese que, si (tw;,) es una sucesión parcial de la sucesión 
Wan), у {Wan} es una sucesión parcial de la sucesión {и}, entonces, 
{win} es una sucesión parcial de la sucesión (ш, }. De aquí se deduce 
que todo punto de acumulación de una sucesión parcial cs también 
punto de acumulación de la sucesión misma. Lo recíproco puede no 
ser cierto, como muestra el ejemplo 0, 1, 0, 1, . . ., donde la suce- 
sión parcial 0, 0, 0, . . . tiene solamente un punto de acumulación, 
mientras que la sucesión misma tiene dos puntos de acumulación. 

Se dice que una sucesión (w,) es acotada, si existe ип entor- 
то del origon de coordenadas que contiene todos los términos de la 
sucesión, es decr, si existe un p > 0 tal, que | wa | < p (n = 1, 2, 
3, . . .). Demostremos ahora el siguiente teorema: = 
Teorema 1. (Principio de Bolzano-Weier-= 
strass para las sucesiones). Toda sucesión acotada 
{Wn } tiene al menos un punto de acumulación. 

Demostración. Sea D; un cuadrado con los lados para- 
lelos a los ojes coordenados y con el centro en cl origen de coorde- 
nadas que contenga a todos los términos de la sucesión. Los ejes 
coordenados le dividen en cuatro cuadrados, al menos uno de los 
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cuales, sea éste Dz, contiene en su interior o en sus lados un conjunto 
infinito de términos de la sucesión. Dividiendo a óste en cuatro 
cuadrados iguales obtenemos un nuevo cuadrado Ds, que contiene 
un conjunto infinito de términos de la sucesión (fig. 2). Continuando 
estos razonamientos, hallaremos una sucesión de cuadrados encajados 


DDD.. h 


D, > D: > Ру > D; D D; > DeD 


cada uno de los cuales contiene en su interior o en los lados un con- 
junto infinito de términos de la sucesión. 

Sus proyecciones sobre los ejes т e y forman dos sucesiones de 
segmentos encajados 


ETETE T 
ё‹э&эдуэ... эбэ 


que se ciñen а los puntos E y n, respectivamente. El punto E per- 
tenece a cada uno de los segmentos dn, el punto т, a cada uno de los 
segmentos бл; por lo tanto, el punto 5 = E + in pertenece а cada 
uno de los cuadrados Da. Demostremos que $ es un punto de acu- 
mulación de la sucesión (w, }. En efecto, cualquiera que sea el entor- 
no U: | — $ | < р del punto £, es posible elegir п tan grande que 
el cuadrado D, esté completamente contenido en U. Para esto es 
suficiente exigir que la diagonal del cuadrado sea menor que p. 


Poro su longitud os, evidentemente, igual a zh, dondo Z os la lon- 


gitud del cuadrado Юу, y nuestra condición se cumplirá si э << р. 


Como Dn contiene un conjunto infinito de términos do la sucesión 
{Wa}, también U contendrá un conjunto infinito de éstos, de donde 
se deduce que $ es un punto de acumulación de la sucesión (10, }. 

El toorema queda demostrado. 

Una sucesión acotada {wa}, que tiene solamente un punto de 
acumulación 2,, se Пата convergente, y 2, se Пата lí- 
mite de la sucesión. 

También se dice quo {ш„} converge a 2, (o hacia ду) y se denota 
así: ш, — zp para n -> оо (о, cuando n — оо), o bien, lim w, = 20. 


по 

Evidentemente, toda sucesión parcial {шь} do una sucesión 
convergente (wr) convorge al mismo límite zp. Jin efecto, {ш} 
es acotada, puesto que сз acotada toda la sucesión (w,); por con- 
siguiente, (según el teorema 4) {шь} Lieue al menos un punto de 
acumulación. Pero los puntos de acumulación para (t0,,) son а la 
vez puntos de acumulación para {иһ}; рог esto, {ш} tiene sola- 


*) Escribimos: Юл DD, queri 


do decir que Dp; contiene а Dn. 
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mente un punto de acumulación zo, de donde se deduce nuestra 
afirmación. 

Demostremos que (1, } converge a zo cuando, y sólo cuando, cual- 
quier entorno del punto 2, contione todos los términos de la sucesión 
{ш} comenzando desde uno de ellos; en otras palabras, si para cual- 
quier р > 0 se cumplen las desigualdades: |w, — 2, | < p para 
n>N (р). 

En efecto, supongamos que {wp} converge a ту. Si, para cierto 
р > 0, en ol exterior de la circunferencia | 2 — Zo | = p, о en esta 
misma circunferencia, hay un conjunto infinito de términos de la 
sucesión (Un): ши, из, Wag + + -s Ши оо (UKL па па o 
saa «па < + ..), éstos forman а su vez una sucesión que, al 
igual que la sucesión dada, será acolada. Por consiguiente, según 
el toorema 1, ésta tiene que tener al menos un punto de acumulación 
1. Pero 2, 5 zp, puesto que el entorno | 2 — Zo | < р del punto Zo 
по contiene ningún punto de (шъ, ); por otra parle, zı, siendo un pun- 
to de acumulación pura {Wn}, опе que sor también un punto de 
acumulación para toda la sucesión (10, }- 

Homos obtenido un punto de acumulación do {wp}, distinto de 
20, lo cual contradice a la hipótesis. De aquí so deduce que, en el 
exterior de la circunferencia |z — Zo | = p y en la circunferencia 
misma, solamente puede haber un número finito de términos de la 
sucesión (10, }, y que, por consiguiente, todos los términos de esta 
sucesión, comenzando desde cierto númoro, están situados en el 
interior de Ja circunferencia. 

Así, pues, la condición mencionada es necesaria para la conver- 
gencia de la sucesión. Pero ésta es también suficiente. En efecto, 
la sucesión {wa}, рага la que se cumple esta condición, es acotada, 
puesto que todos los puntos do {w„}, comenzando desde uno de ellos, 
ostán situados en el interior del circulo | z — zo | < 1 (aquí p = 1), 
y siempre se puede tomar un entorno del punto z = 0 de un radio 
tan grande que incluya también al círculo | 2 — zp | < 1, así como 
а los puntos (ш, } (que hay una cantidad finita de ellos), que no 
están situados en el interior del último círculo. En virtud del teo- 
roma 1, la sucesión considerada tiene que tener al menos un punto 
de acumulación, Pero, ningún punto z,, distinto de zp, puede ser 
punto de acumulación de esta sucosión. En efecto, tomando p < 


0 А Р И ВЫ; 
<< q 121 — žo | y observando que sólo un número finito de términos 


de la sucesión (u, } puede estar situado fuera del círculo | z — Zo | < 
< p, hacemos la conclusión de que solamente un número finito 
de ellos está situado en el círculo |2 a | <p. Pero esto signi- 
fica que 2, no es un punto de acumulación. Por lo tanto, zy es el 
único punto de acumulación de la sucesión (ил, }, es decir, {w} con- 
verge hacia ду. 


2. GONJUNTOS Y FUNCIONES. TEOKJA DE LIMITES 29 


Demostremos que cualquier sucesión acotada {ш„} posce una 
sucesión parcial convergente. Sea, en efecto, 2, un punto de acumu- 
lación de la sucesión {w, } (Lal punto existe en virtud del teorema 1). 
Entonces, cualquier entorno del punto 2 cowliene un conjunto 

finito do términos и. Consideremos cl entorno | 2 — zo |< 1 
y sea Wm, un punto cualquiera situado cn este entorno. Tomemos 


luego el entorno | z — 20 | < Es 


w, contenidos en él, tomemos un término Wn, con un subíndice mayor 
quo п. Supongamos quo ya hemos tomado los términos ш, шл, ... 
+ Un, Situados respectivamente en los entornos: |z — zo | < 1, 


y del conjunto infinito de términos 


Па, Паз y talos quo m< m < 
CATE A < na. Entonces, entre el conjunto infinito de tér- 
minos w, situados en ol entorno |z— е | <>, , tomaromos 
por Wap, Un término cualquiera con el subíndice mayor que па. 
Por lo tanto, existe una sucesión parcial {Wn} de la sucesión {wp} 
tal, que | wn, —20 14. 

Evidoutemente, todos los términos de esta sucesión, enyos sub- 
Índices п, cumplen la condición k > L, están situados 
Га — zo | < p. Do aquí so deduce que (ш, }) converge 


{wn} posee una sucosión parcial convergente. 
Veamos un criterio de convergencia que 
cimiento del límite de la sucesión (e ritor 


n ol entorno 
йа Zy, O воа, 


se basa en el cono- 
о de Cauchy). 


Teorema 2. Para que una sucesión (w,) sea convergente, es 
necesario y suficiente que, para cualquier e > 0 exista cierto N (e) tal, 
que se cumpla la desigualdad | и„ — Wip | < e para todos los n => 
> М (e) y cualquier número natural p. 


Demostración. La condición es necesaria. 
si (10, ) converge hacia un límite zp, se tiene 


Kn efecto, 


‹ {ш —%|<-- 
рага n>N (e) y, por consiguiente, 
e 
[шпар 2015 


para los mismos valores de л y para cualesquiera números natura- 
los p. De aquí que 


Гап Waen | = | (Wn — 20) — (ng p — о) | < | 109— Zo | +| t0n4p 20| < e 
para-n>N (e), es decir, se cumple la condición. 
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Demostremos ahora que esta condición también es suficiente 

para In convergencia. En efecto, tomando e=1, obtenemos 
[а= tnp) <1, 

comenzando desde cierto valor de п. Fijando uno de tales п, por 
ejemplo п = ny, obtenemos que | шһ, — Wasip | < 1, es decir, todos 
los puntos шъ, нуз, - - + están situados еп el círculo de radio 
1 con centro en el punto Wna- 

Tomando ahora un entorno | 2 | < р del origen de coordenadas 
que contenga el círculo indicado y también todos los puntos ин, 


FIG. 3 


шз, «ss ng Obtenemos un entorno que contiene todos los tér- 
minos de la sucesión, de donde se deduce que {w,} es una sucesión 
acotada. Por consiguiente, según el teorema 1, ésta tiene al menos 
un punto de acumulación. 

No queda más que demostrar que no pueden existir dos puntos 
de acumulación distintos. Supongamos, por el contrario, que zp 
Y 21, 20 % 21, son dos puntos de acumulación de la sucesión {Wn}. 


Haciendo е = 55. | — zo | , hallamos que las desigualdades 


шпар 12—201 (8.24) 


se cumplen comenzando desde un valor de л suficientemente grande: 
n>N. Por otra parte, cada uno de los entornos 


|2101 y (11 < pla] 
de los puntos zo y z, tiene que contener un conjunto infinito de 
términos de la sucesión {шл }. Sea Wn, un término de subíndice mayor 
que N, perteneciente al primero de estos entornos, у Sea ш. 
un término perteneciente al segundo entorno. Entonces, evidente- 
mente, (fig. 3), 


иш 


1 


б 
ш, — Waotpol > 3 121—201, 


lo cual, sin embargo, contradice а la desigualdad (3.2:1). De esta 
contradicción se deduce que {ш„} posee solamente un punto de acu- 
mulación, es decir, es convergente. El teorema queda demostrado. 
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3.3. Hagamos W, = Un + iv,, donde u, y 2, son las partes real 
e imaginaria de w,. Entonces, junto con la sucesión de números 
complejos {wa}, obtenemos dos sucesiones de números reales (un) 
y {va}. 

Demostremos la siguiente proposición. 


Teorema. Una sucesión (1, = Un + ivp} converge hacia el 
límite zo = xp + iyo cuando, y sólo cuando, las sucesiones de núme- 
ros reales (Un) y fun) convergen hacia los límites xy е yo, respecti- 
vamente. 


Demostración. Supongamos que lim W, = 20: entonces, 


para cualquier e > 0, la desigualdad | wp =, |< e se cumplirá 
рага n > N (e) Pero 


| an — zo |= | Re (wn —20) | < | wn — zo| 


| Un — yo | = | Im (Wn — zo) | < [Wn — 20]: 
por Jo tanto, para n>N (e) se cumplen las desigualdades 
lun—z0| <e y |һ—ю]<е, 
de donde se deduce que 
lim un = y lim Va = у. 
пзе ne 
Recíprocamente, si se sabe que 


Un=xp y lim 
no noo 


entonces? para cualquier e>0 se cumplen las desigualdades 


ө. 


Пина y ао 
рага п> № (е). Pero 
{ш — zo |= | (Un — za) 4- ¿ (Un — Yo) | < | tin — zo| + | va — yol; 
por consiguiente, 
[wn—= zo] <e 
para n>N (e), de donde se deduce que 
lim Wr = 20. 


El teorema queda demostrado. 
En virtud de este teorema, cualquier cuestión acerca de la con- 
vergencia de una sucesión de números complejos es equivalente al 
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problema do la convergencia do dos sucesiones de números reales, 
Por ollo, por ejemplo, las proposiciones conocidas sobre el límite 
de Ja suma, diferencia, producto o cociente de dos sucesiones con- 
vergentes se extienden sin cambio alguno al caso de sucesiones de 
términos complejos. Precisando, si las sucesiones {w} y {wh} con- 
vergon hacia los límites 2; y 23, las sucesiones {wn + шл}, {Wa — wa), 
{w-wh} también convergen hacia los límites з-с 2%, Z, —2 

д, respectivamente, Si w>£0 (п = 1, 2,..) y 256 0, la 


(2) también es convergente y su límite es igual a 
иң 


sucesión 


Obsérvese que ła proposición expresada por el último teorema 
so podría tomar por definición de convergencia de una sucesión 
de términos complejos. Entonces, todos los teoremas del precedente 
apartado se podrían deducir de los teoremas correspondientes sobre 
las sucesiones de números reales. 

Para resolver el problema de la convergencia de la sucesión 
{wa}, en lugar de considerar las sucesiones de las partes real e imagi 
Daria (un) y {Va}, se pueden considerar las sucesiones de Jos mó- 
dulos y de los valores principales de los argumentos: { |w, |} 
y (arg wn). Por ejemplo, esto resulta conveniente al estudiar las 
sucesiones quo convergen hacia cero, puesto que, para que una suce- 
sión do números complejos {wa} tienda a сего, es necosario y gnfi- 
ciente que tienda a cero la sucesión de los módulos { | w, |). (En 
este caso по hace falta examinar la sucesión {arg wa}; ésta pue- 
do ser incluso divergente.) Para convencerse que es cierto lo 
dicho, es suficiente observar que cl cumplimiento de la desigualdad 
| lo, —0|= | 10, | < e paran > N (e) significa, simultáneamente, 
la convergencia a cero, tanto de la sucesión de los números complo- 
jos {wn} como de la sucesión de los números reales { | wn |). 

En ol caso general, la convergencia simultánea do las sucesiones 
{ Lin | } y {arg wa} es suficionte рага la convergencia dela sucesión 


fin); además, si Нт}ш„|=т y Ню аг ш, =p, entonces, 


lim w, == r (cos q + ¿sen q). En efecto, Lenemos: t, = Re (w,) = 


<> | Wa | cos (arg Wa). 0, = Tm (ш„) = | 10, | son (arg wa); por 10 
tanto, limu, = lim { | w, | cos (arg шл) =rcosq у limo, = 
mew ‚з= preg 


= lim [ [wn | sen (arg 10,)1 = r sen р, de donde se deduce la afir- 


нэт 
mación pedida. К 

Recíprocamente, si la sucesión (w,) es convergente, también lo 
es la sucesión de los módulos: { |w, |). En efecto, | ш, | 
Уш F 1, y como las sucesiones (u,) y (2, ) son convergentes: 
limu, =u, limy, =v, existe también el límite: lim fwn |, 


име nao пә» 
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igual а Vi v. Obsérvese que la sucesión de los argumentos 

(arg 1, ) de una sucesión convergente {ш„} puedo ser divergente 

incluso cuando lim w, = 0. Supongamos, por ejemplo, que w, = 
„= 


= —1 + (-1)" 7. En este caso, 


ашала y Y ашан л каго E ; 


está claro que la sucosión {arg w,) es divergente. No obstante, se 
puede hallar unn sucesión convergente de valores Arg wn. Designe- 
mos, рага esto, mediante Ф, el valor Arg w, comprendido entre 0 


y 2л: Q< qn < 2л. Entonces, evidentemente, tendremos que 


фә = п — arctg р Y Pam = Л + arctg gpg: La sucesión (qm) 
converge hacia el límite л. 
Si, en gencral, lim ш, = ш 52 0 y q es alguno de los valores del 
nao 


Arg w, entonces, comenzando desde cierto valor йо n = N, 
todos los puntos de la sucesión (1, } estarán situados dentro del ángu- 
lo formado por los rayos cuyos ángulos de inclinación con el eje z 


son ¢ — Š y 9 + у, y que contiene al punto w (fig. 4). Por lo 


tanto, para los argumentos Arg Wy+1, Ату Oy +2, - - ., ве pueden 
tomar los valores Py+1, Py+2 - - - que cumplen las desigualdades 


lỌxin = Ф 1<%. Tomando рага Arg ш, ..., Атр шу, ... SUS 


valores Qu ..., фу, ..., Se puede afirmar que la sucesión (qn) 
es convergente y su límite es igual a q. En efecto, para cualquier e, 


0 < е << 5, se puede indicar un №, (e) > N tal, que los puntos de 


31199 
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la sucesión (w,) cuyos subíndices sean mayores que №, (e) estarán 
situados dentro del ángulo formado por los rayos cuyos ángulos de 
inclinación con el eje real son iguales a p — e y q + е, y que con- 
tiene al punto w. Рага ollos, los valores Ф, están comprendidos 
entre los límites ф — e < Ф, < P + в, es decir, para п > N, (e) 
зо cumple la desigualdad | Pa — 9 | < £, de donde зе deduce que 

lim фл = Ф. 

пе 

Obsérvese que, cuando ш 5 0 no es un número real negativo, se 
pueden tomar рог p у Ph los valores principales del argumento. 
Entoncos, tendremos: 

lim arg wa = арш. 

Así pues, si la sucesión {Wa} es convergente y su límite w + 0, 
entonces, para cualquier valor q = Arg w existe una sucesión de 
valores Pn = Arg W, que converge hacia Arg w. Precisamento en este 
sentido entenderamos a continuación la expresión lim Arg w, = 


= Arg w. Cuando ш 52 0 no es un número negativo, en particular, 
tendremos: | 
lim аташа = агаш. 
Proponemos al lector demostrar como ejercicio que, si lim w, = 


+ 0, entonces, cualquier sucesión de valores sp, = Arg w, que 
cumpla la condición | Pn+1 — Ya | < a desde cierto valor de n =N, 
sorá convergente (claro, hacia uno de los valores p = Arg ш). 

3.4. Apliquemos los resultados obtenidos al problema de las 
series de términos complejos. 


Sea 
и. +04... E (3.4:1) 
una serio de términos complejos y 
{n= ша... +100) (3.4:2) 


la sucesión de sus sumas parciales. Según la definición, 
la serie se llama convergente si es convergente la sucesión 
de sus sumas parciales. El límite de esta sucesión se Паша sum a 
de la serie. Si s = lim s,, escribimos: 


САСА 


Una seric que no es convergente, se Пата divergente. 
Haciendo w, = Un + Wn Y Sn = On + ¿tn = (и +... + Un) 
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+ i(v + ..- + Va), según lo anterior, obtendremos que la serie 
(3.4:1) es convergente cuando, y sólo cuando, son convergentes las 
dos sucesiones: 


qurtu.. Hun} {на Б) 
Pero estas últimas son las sucesiones de las sumas parciales 
de las dos series de términos reales: 
aa EE E (3.4:3) 
vtot.. Hrt. (3.4:4) 


De este modo, una ѕөгіе de términos complejos es convergente 
cuando, y sólo cuando, son convergentes las series formadas por 
las partes reales e imaginarias de los términos de la serio dada. 

Además, si las sumas de las series (3.4:3) y (3.4:4) son iguales 
a с y т, respectivamente, es decir, 

lim (u+... +Un)=0 y lim (+... +0) =т, 


se tiene, 


s= lim (+... +105)=0+ it, 


o sea, Jas sumas de las series (3.4:3) y (3.4:4) son, respectivamente, 
las partes real e imaginaria de la suma de la serie (3.4:1). 

Aplicando el criterio de Cauchy a la sucesión de las sumas par- 
ciales (3.4:2) y observando que 


Snep За = Wns H + > -F лр 


obtenemos Ja siguiente proposición: 

La serie (3.4:1) es convergente cuando, y sólo cuando, para cual- 
quier e > 0 existe ип N (e) tal, que para cualquier п > N (в) y para 
todos los números naturales p, se cumple la desigualdad 

опы... Шр | < в. 


Еп particular, de aquí resulta que la condición lim ш, = 0 es nece- 


saria para la convergencia de la serie. 
La serie (3.4:1) se llama absolutamente conver- 
gente si es convergente la serie de los módulos de sus términos: 


шн |00214... ++... (3.4:5) 
Como 
(Wnt o- H лар | Walt + ++ Зар | 


do la convergencia absoluta de la serie de términos complejos se 
deduce la convergencia de la misma serie. Naturalmente, lo recí- 


ES 
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proco no es cierto, como lo muestra el conocido ejemplo de la serie: 
AE: 
IAEA 
De las desigualdades 
[а 1 ол, Гол <ln) y [enl [аа inl 


se deduco que la serie (3.4:1) es absolutamente convergente cuando, 
y sólo cuando, son absolutamente convergentes las series (3.4:3) 
y (3.4:4). 

Hagamos una permutación arbitraria de los tórminos en la serie 
absolutamente convergente (3.4:1). Se obtiene una nueva serie: 


Way hh HUn H oo (3.4:6) 


donde la sucesión т, Ra, . . -, Ra, ... contiene todos los números 
naturales y cada uno de éstos aparece una sola voz. Las series de 
las partes reales e imaginarias de los términos de la serie (3.4:6) 
tienen la forma: 


Uy lla ly Hee 

Pm һа 3. рау 5 
у como estas series se obtienen mediante una permutación de los 
tórminos en las series absolutamente convergentes (3.4:3) y (3.4:4), 
ellas tambión convergerán hacia las sumas anteriores o y т. De 
esto se deduce que la serie (3.4:6) también converge hacia lasuma 
anterior s = g + іт. Así, pues, en las series absolutamente con- 
vergontes de términos complejos es legítima cualquier alteración 
de los términos. 

Como la convergencia absoluta de la serie (3.4:1) significa la 
convergencia de la serio (3.4:5) de términos reales no negativos, 
cualquier criterio conocido de convergencia de las series de términos 
no nogativos se puede utilizar como Criterio de convergencia abso- 
luta. Soñalemos, en particular, los criterios de D'Alembert y Cauchy. 

Para la convergencia absoluta de la serie (3.4:1) os suficiente 
que, comenzando desde cierto valor de n, so cumplan las desigual- 
dades 


ТЕГА (0=9<1) 
(criterio de D'Alembert) о bien 
Vimi  0<gI<t0) 


(criterio do' Cauchy). 
Este último criterio es más general, en el sontido de que, cumplién- 

dose el primero se cumple también el segundo, mientras que puede 

cumplirse el segundo a pesar do que el primero no se cumpla. 
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La siguiente proposición, que a menudo se emplea, proporciona 
una condición suficiente de convergencia (por lo gencral, no abso- 
luta): 


Si 


Wa = афу, 


donde 
[ам 


lim Б = 0 
ho 


y la serie 2 lba — bx+s | es convergente, la serie Ў) wn también lo es. 
т 


Demostración. Designemos la suma ВА mediante ami 


entonces, tendremos am = о — %n-1, у la suma Sos so escribirá 
del siguiente modo: 
пір nio ы 


S > > 
Ж m= A ad= 2, Caan) da х arba — 2 алаа 
` E 


з 


AA мач 
а O A ае: 
"= т бея] 


(3.4:7) 
De aquí se deduce que 
nep ngoi 
| 2 a| < lanspllbnspl+lan |l baril + 2, [ax] [brm biil < 
f- 


пфр-1 
<M (|| +1 Bus |+ 2, 15,2|), 


y si se cumplen Jas desigualdades 
nto 
РҮ 
г y Y аыр 


*) La transformación (3.4:7), a que hemos sometido la suma 57 ар, 58 


Шаша transformación de Abo l]; ésta es comicios análoga 
a la integración por partes. 
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para n>N (e) y cualquier p natural, entonces, en las mismas 
condiciones 


ntp 
|È |<, 
7 


de donde se deduce la convergencia de la serie Ў шь. 
т 


Las proposiciones conocidas referentes a las operaciones con las 
series de términos reales se generalizan también a las series de tér- 
minos complejos. 

Señalemos las siguientes proposiciones, que fácilmente se de- 
muestran: 

1) Para cualquier número natural л, las series 


A Hent 


son simultáneamente convergentes o di: 
2) Si la serie w; +... +. + 


vergentes. 
es convergente y su suma 


es igual a s, la serie Ашу + Awa + +. + Аш, +... también lo 
es y su suma ез igual а As. 
3) Si la serie w, + шз +... + Un +... es convergente y su 


suma es igual a s, la serie 
(Wit... hy) + (фы + 
(оъ t e A e 


también 10 es y su suma también es igual а s(n; Me, ..., пд,... 
es una sucesión creciente arbitraria de números naturales). 
4) Si 
wt.. Hwat 
entonces, 


S Y ш... e 


(ш = ш) +... 400 05) +... =8 Ез”. 
5) Si las series Y)wj у У) шў son absolutamente convergentes 
п 1 


y sus sumas son iguales а s” y s”, entonces, la serie У) (ичиў + 
T 


+ шша... + wawi) es absolutamente convergente у su 
suma es igual a s's”. 

Para demostrar esta última proposición, examinomos la serie: 

12051 [103 14(1031]10514]w02] а 14. 

ата а. +4] 1+... (3.4:8) 
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Evidentemente, ésta es convergente (como producto de dos series 


absolutamente convergentes Y | wh | у У) | шӯ | de términos reales). 
Por consiguiente, la serie de términos complejos 
шш o O Pe. (84:9) 
es absolutamento convergente. Realicemos alguna permutación de 
los términos de la última serie, colocando sus términos dol modo 
siguiente: 
шш tww + ww OO O LO 100 + ш + шш, A O A. 
Con esto no se altera la suma. Pero, las sumas parciales de uno, 
cuatro, nueve y, en general, de n* términos do la última serio 
son iguales, respectivamente, a 
ww =s, S 
ЖЕЛАЛ шуш 6,561, 
ш эк ищке +. «EN т=з 


+шщ+ мыт =%& 


Cc ТИ Уру Э) 

Do aquí so deduce que la suma de la serio (3.4:9) os igual а lim sish = 
= ss". En virtud de la propiedad 3), la serio did 

шуш (go og) + 

... + (ший poi +. FORO) E + (8.4:40) 


tiene la misma suma que la sorie (3.4:9), оз decir, s'-s". Además, 
ésta os absolutamente convergente, puesto que 


AIN 
y la serie 


1105) 1514 (110,1 ]10214-|105111051) +. 
Clip lei]. Hw N 
es a (en virtud de la convergencia de la serie (3.4:8)). 
Así, pues, hemos demostrado que la serie (3.4:10) es absoluta- 
mente convergente у que su suma es igual а s's”, lo cual se quería 
demostrar. 
Demostremos que toda serie absolutamente convergente Ў) шу 


T 
posee las propiedades asociativa y conmutatiya еп el siguiente 
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sentido generalizado. Supongamos que la sucesión de todos los núme- 
ros naturales se ha descompuesto de algún modo en un conjunto 
infinito de sucesiones parciales crecientes: 


(пд), (95), o P -o 


tales que cada número natural л figura en una de ellas, y sólo 
en una, y, además, solamente una vez. Examinemos la serie 


(O; шп +. +) t (шв wat ++ «doo ++ 
жек + (00 pom) E 10 gm) + e. )+ (8.4111) 
Esta serie se obtiene de la dada mediante una alteración del orden 
de los términos y una consiguiente división en grupos (cada uno 
contieno un conjunto infinito de términos). Además, cada uno de 


los términos de la serio inicial figura en uno de los grupos indicados, 
y sólo en uno. Cerciorémonos de que la serie (3.4:11) es convergonte 


y que su suma coincide con la suma g de la serie dada У шу. En 


esto consiste, precisamente, la propiedad de la serie absolutamento 
convergente de que se trataba. 
Ante todo, demostremos que son convergentes cada una de las 


series Ў] wn (т) (т = 1, 2 


la serie (3.4:14). En efocto, para la suma de los módulos de cual- 
quier suma parcial de tal serie, so tiene: 


[tom tl Ганаа [А ++ шу] ++. 


.), que representan términos de 


5, 


de donde se deduce la convergencia (у además, absoluta) de las 
series indicadas. 
Para demostrar que la serie (3.4:11) también es absolutamente 
convergente, formemos primero Ja siguiente suma: 
(lwn ltl wnt -eH lwn 1) + Сосн | н lH >. 


nh 


tlw ++. Hle Еро): 


5 
Evidentemente, ésta no es superior al valor йе la suma У) [шу| = s- 
T 
Con más razón, 
lwn ttnt + ++ ш lH jon wat + Heg hH- 


ón Hw + Um) + bid Hwyl <s- 


$ 3. CONJUNTOS Y FUNCIONES. TEORIA DE LIMITES Сі 


Manteniendo aquí m constante у haciendo crecer а k indefini- 
damente, obtendremos: 


¡Doo eolas, 


es decir, la suma de los módulos de cualquier cantidad m de tér- 
minos de la serie (3.4:11) no es superior al número fijado s. De aquí 
se deduce que esta serie es convergente (y además, absolutamente). 
No queda más que demostrar que la suma de la serio (3.4:11) coin- 


cide con la suma de Ја serie inicial с = У шу. Formemos la dife- 


rencia entre la suma o у la suma parcial om de la serie (3.4:11). 
Como todos los términos de la suma parcial indicada son términos 


de la serio У) wy, al restar se efectuará una simplificación mutua, 
f 


y en la resta quedarán solamente aquellos términos de la serie У) wy 
т 


que no figuran en el sustraendo. 

Do la forma еп que está construida la serie (3.4:14) se deduce 
que para cualquicr número natural А se puede señalar nn M = M (А) 
tol que siendo т > М, la suma parcial 


сп ис, + шш +... + Уш 


contendrá todos los términos Wi, Wa, . . ., Wy (y, además, también 
una infinidad de tórminos). Entonces, en la diferencia 0 — Om, 
que representa una seric infinita absolutamente convergente, estarán 
contenidos solamente los términos w; cuyos subíndices sean mayores 
que N. Por lo tanto, para m > M (N) 


[оа |< |м |4 wsl t -H lenn) 


Pero la cantidad que figura en el segundo miembro puede hacerse 
arbitrariamente pequeña para valores de N suficientemente grandes. 
Por consiguiente, el primer miembro se puede hacer lo pequeño 
que se quiera para valores de m suficientemente grandes. Así, pues, 


lim 0m=0, 


о sea, 


È оту 2 -t 
м "т r 


+ gm) t 
y 


con lo que se termina la demostración. 


42 CAP. 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


La serie (3.4:11) puede ser escrita en forma de una serie 


doble 
Y È wpm. 
"= P 


La notación del término general de esta scrie зе puede simplificar 
suprimiendo la letra n, ya que no figura en la sumación, 
y poniendo 

шут) = Wam- 


Entonces, se obtiene la serie 


Ў $ wn. 
m=i 2 ЕЁ 

Desde el punto de vista de la proposición domostrada, esta serie 
doble representa solamente una de las infinitas formas posibles de 


exprosión de la serie absolutamente convergente У wj. 


3.5. Sea Æ un conjunto arbitrario de puntos del plano complejo. 
Se dice que 2, os un punto de acumulación рага 
el conjunto E (о del conjunto Æ), si cualquier entorno del 
punto ду contiene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a E. 

Es evidente que un conjunto que consta de un número finito 
de puntos no posee puntos de acumulación. Comparemos entre sí 
los conceptos de punto de acumulación de una sucesión y de punto 
de acumulación de un conjunto. Supongamos que los puntos del 
conjunto E representan los términos de una sucesión (1,). Entonces, 
cada punto zp que sea un punto de acumulación para el conjunto Æ, 
será tambión un punto de acumulación para la sucesión, puesto que 
«cualquier entorno del punto =, contiene un conjunto infinito de pun- 
tos de E y, por consiguiente, contiene también un conjunto infi- 
nito de tórminos de la sucesión {wp }- 

Sin embargo, puede ocurrir que un punto z,, perteneciente a Е, 
то sea un punto de acumulación para Ё, a pesar de que represente 
un conjunto infinito de términos distintos de la sucesión {ш}: 
Whay Шш, > + зу Шр, +» - Tal punto sorá un punto de acumulación 
para la sucesión {Wn} y no lo será para el conjunto Æ. Como ejemplo, 
es suficiente examinar la sucesión 0, 1, 0, 1, 0, 1, ..., que posee 
dos puntos de acumulación 0 y 1, mientras que el conjunto Е que 
representa los términos de esta sucesión consta solamente de dos 
puntos 0 y 1, por lo cual no tiene ningún punto de acumulación, 

Reliriéndose a cualquier conjunto Æ, demostremos que un punto 
Zo es un punto de acumulación para este conjunto si, y sólo si, existe 
una sucesión (w,) de puntos de E, distintos entre sí, que converge 
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hacia zo: 
lim wa = д. 
En efecto, sea 2, un punto de acumulación del conjunto Æ. Con- 
sideremos el entorno | 2 — zp | < 4 del punto zo. En éste está con- 
tenido un conjunto infinito de puntos de E. Sea w, uno de ellos, 


Сото en el entorno |z — 2, | < 5 también hay un conjunto infi- 


nito de puntos de Æ, tiene que haber entre éstos un punto шз + иң. 
Supongamos que уа se han hallado los puntos ш, шз, .. ., Wp, 
pertenecientes a Е y distintos entre sí, tales que wa (k = 1,2, ...,n) 


5 | 4 5 
están contenidos en los entornos |z — 2, | < $, respectivamente. 
о |< F> resp 


Como el entorno |2 — zo | < Ez contiene un conjunto infinito 


de puntos de Æ, ontre éstos existe un punto ш, +, perteneciente a E 
y distinto de los puntos Wi, Wa, ..., ш. De aquí se deduce que 
existe una sucesión {wa} de puntos до Ё, distintos entre sí, tales 


que |w, — zo | < £. Por lo tanto, lim w, = zo. Recíprocamente, 


si se sabe que жай: unas арсы. (07) de puntos distintos de E, 
tales que lim ш, = 20, entonces, en cualquier entorno del punto zp 


está contenido un conjunto infinito de puntos w, pertenecientos 
a E, de donde se deduce que 2, es un punto de acumulación del 
conjunto E. Con esto, nuestra proposición queda demostrada. Evi- 
dentemente, a los puntos w, se les podría someter a la condición 
complementaria: suponer que todos ellos son distintos de zp. 

Diromos que un conjunto Æ es acotado si existe un сіг- 
culo |2 |< В que contiene a todos los puntos de este conjunto. 
Demostremos que todo conjunto infinito acotado posee al menos un 
punto de acumulación. En efecto, sea w, algún punto de E; como E 
es un conjunto infinito, existe un punto w, perteneciente а E y dis- 
tinto de шү. Supongamos que ya se han hallado п puntos distintos 
pertenecientes a E: Wi, Wz ..., Wa; entonces, del conjunto infi- 
nito E se puede extraer otro punto más 1, +1, distinto de cada uno 
de estos puntos. Por lo tanto, existe una sucesión (w,) do puntos 
de E distintos entre sí. Esta sucesión es acotada, al igual que el 
mismo conjunto E. Por esto, ésta posee al menos un punto de acu- 
mulación zo. Este último tieno que ser también punto de acumula- 
ción para el conjunto E, puesto que cualquier entorno del mismo 
contiene un conjunto infinito de puntos w, pertenecientes a Е. 
La afirmación queda demostrada. 

De las proposiciones demostradas en este apartado se deduce 
en particular que, todo conjunto infinito acotado contiene una suce- 
sión convergenle de puntos de este conjunto, distintos enire si. 
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3.6, Sea E un conjunto infinito arbitrario, sea f (z) una función 
definida en este conjunto y z un punto de acumulación de Е. 

Supongamos que para с a d a sucesión de puntos 2,, pertenocien- 
tes a E y distintos de zo, convergente hacia 20 (tales sucesiones exis- 
ten on virtud de lo demostrado en el apartado precedente), la suce- 
sión de los valores correspondientes de la función {f (=,)) es conver- 
gente. Entonces, para dos sucesiones distintas {гь} y (25) que satis- 
facen а las condiciones indicadas, los límites lim / (zn) y lim 7 (25) 


tienen que ser iguales entre sí. En efecto, es evidente que la sucesión 
Zis Zir Zas Zay 650 Zh Zm + 


converge hacia el punto 2, y consta de puntos del conjunto Е, 
distintos de zp; según la hipótesis, también ticne que converger 
Ja sucesión de los valores correspondientes de la función 


102), FD FD FED + Ра), Hen)» --- 


Рос lo tanto, cualquiera sucesiones parciales de ósta tienen que 
tener un mismo límite; en particular: 


lim / (25) = lim 7 (2, 
no a 


quo es lo que aliemábamos. 

Designando con А el valor común del límite de las sucesiones 
{f (2n)), para todas las sucesiones posibles (z,) convergentes hacia 
Zo (y compuestas de puntos z, pertenecientes a Æ y distintos do з), 
escribiremos simplemente: 

lim f() 
220 Е 

y diremos que 4 es el límite de f (2) on el punto 2, (respec- 
to al conjunto E). 

Domostremos que la condición (3.6:1) es equivalente a lo 
siguiente: 

Para f (z), zp y cualquier e >0 existe un ô (e) > 0, tal, que de 
26Е, |2— zo| <ð (е) y 2 20 se deduce que 


/@—А1< (3.6:2у 
Supongamos que se cumple la condición (3.6:2). Entonces, рага 


cualquier £>0 y para una sucesión de puntos 2, pertenecientes 
a E y distintos de zọ que converge hacia zp, se tiene: 


|2n—20| <è (e) 


рага n’ > N [ô (e)] =N" (e). Por lo tanto, también se cumplen las 
desigualdades 


(3.6:1) 


lf 6) —А|<е 
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рага n> N' (e), lo cual significa que la sucesión {f (2,)) es con- 
wergente y que lim f (2) = А. 


Como esta conclusión es válida para cualquier sucesión de pun- 
vos {zn} tal que lim Zn = гь, Za € уз, = Zo» ве tiene lim / (3) = 
sa ШЕРА 
= A. Así, pues, de la condición (3.6:2) se deduco (3.671). 
Supongamos ahora cumplida la condición (3.6:1) y que no se 
cumple la condición (3.6 : 2). Entonces, para cierto e > 0 no existirá 
un valor ô > Ô tal, que de z Є Z, |2 — Zo | < ô 7} + 210 зе дейилса 
4 


Ja desigualdad | f (z) — А |< e. Tomando б = 1, 5 


obtenemos que en cada entorno | 2 — zo | <4 (в = 4,2, 


existe un punto 2, € E, Zn = 20, tal que |f (2) — 4 | 
«evidente que la sucesión {3n} convergo hacia zo y, рог con 
dim f (2а) = А. Pero esto contradice a la desigualdad | f (2,) 


лэ» 
> e > 0, con lo que se termina la demostración de la cquivalencia 
«le las condiciones (3.6:1) y (3.6:2). 

La definición introducida de límite de una función en un punto 
abarca como casos particulares las definiciones conocidas en el 
análisis de límite de las funciones deuna о dos variables reales, 
que toman valores reales. En efecto, si, por ejemplo, / (2) = 
= u (x, y) es una función real de dos variables reales хе y 
{z = = + iy), zo = Lo + iyo y А es un número real que representa 
el límite de la función f (z) en el punto 20: 

lim f(2)=4, 
тэ 
«entonces, según lo anterior, esto significa que para cualquier e >Q 
existe un ӧ (е) 2> 0 tal, que 
11()—A|=|u(z, y) —Al<e para 0 < |2—2|= 
=V EF UY) < б (е). 


Evidentemente, las desigualdades obtenidas coinciden con aque- 
llas, mediante las cuales se introduce el concepto de límite en el 
curso de análisis. 

Volviendo a examinar el caso general de una función que toma 
valores complejos 


1 (2) =u (2, y) +i (z, y), 
demostremos que la relación 
lim f ()= 4, (3.6:1) 


ла 
donde 2=2+1Y, 20=%0++iYo, A=a+ib, es equivalente а dos 
relaciones en las que figuran solamente las funciones reales 
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ибх, y) =Ref (2) y v (z, y)= Im f (2): 


lim а(х, у) =а, lim v(z, у) = 2. (3.6:3) 
жэхо, уэуо xxo, узу 


En efecto, supongamos que se cumple (3.6:1). Entonces, para 
cualquier e >Ú existe un ё (е) >0 tal, que 
[7()—A|<e para |2—2|= У (2—20)* +(Y— yo)” < ô (е). 
Pero 
lulz, 0) —а |= Ве [7 (0) —A1|<|/()-A|<e 


lo (z, 0) 6 |= | по (7 (0) – А17 (0) -4|<e, 


de donde, debido а que e > 0 es arbitrario, se deducon las igualda- 
des (3.6:3). 

Recíprocamente: si se cumplen las últimas relaciones, entonces 
para cualquier е < 0, se tiene: 


i = 
luna <zz y loto y—b< va 


si es que 
И) UY) =]2—20] < 0 (2). 
PÀ lo tanto, en las mismas condicione 
6) –А41= Ии ау (0—0) <, 


de donde se deduce (3.6:1). 

De la oquivaloncia demostrada de (3.6 : 1) y (3.6 : 3) se deduce que 
las proposiciones elementales referentes a los límites de las funcio- 
nes, conocidas en el curso de análisis, son válidas sin alteración 
alguna para el caso de funciones de variable compleja. Precisando, 
si existen los límites 


Е йг 


entonces, también oxiston los límites 
lim (}(ф-ЕФ( у= А В, lim [f(2)-p()1=A4-B 
20, 26E 2020, 165 


lim 10.4 
220. Е PE) 


(lo último, suponiendo que 8 50). 
3.7. Examinemos ahora el concepto de continuidad de una 
función de variable compleja. Si el punto de acumulación 2, de un 
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conjunto infinito Æ pertenece al conjunto mismo y para una función 
7 (2), definida en E, se tiene: 


lim f (2) = f (zo), (8.7:1) 
эш 


la función f (z) se Пата continua еп el punto zp. Una 
función que es continua en cada punto del conjunto E, se llama 
continua en este conjunto, Como, en el caso parti- 
cular de las funciones que toman valores reales, el concepto de 
límite en un punto coincide con el conocido en el análisis, la defini- 
ción de continuidad que acabamos de introducir coincide, en el 
mismo caso particular, con la que se conoce por el análisis. Hagamos, 
z= ж + iy, Zo = ху + iyo у f (2) = u (т, y) + iv (т, y). Entonces, 
según lo expuesto en el apartado anterior, se puede sustituir la 
relación (3.7:1) por dos equivalontos a ésta: 


lim u (z, y) =u (Zo, Yo) 
жзне 


lim v(z, у) =v (Zo, уо). (3.7:2) 
arzo, узу 

De aquí se deduce que una función compleja 7 (2) es continua 
en el punto 20 = Zo + ¿yo si, y sólo si, las partes real e imaginaria 
de f (z), consideradas como funciones de dos variables reales = e y, 
son continuas en el punto (то, yo). 

Señalemos las propiedades ¿lémentales de las funciones conti- 
nuas de variable compleja que se deducen de la definición. 

Si f (2) y y (2) son continuas en el punto zo, las funciones f (2) + 
60 (0,7 (0-9 (0) y a (ésta última, suponiendo que q (2) = U) 
también son continuas en el mismo punto. 

Supongamos ahora que f (z) es continua en el conjunto Æ on el pun- 
to 2, y que sus valores w = f (z) forman ellos mismos un conjunto 
infinito 8 para el cual шо = f (2) es un punto de acumulación. 
Sea, finalmente, ф (ш) una función definida en & y continua en el 
punto wọ. Demostremos que entonces la función compues- 
ta Ф [7 (2)] = F (2) es también continua еп el punto те. En efecto, 
si (sn) es una sucesión arbitraria de puntos de Æ, convergente hacia 
Zo, la sucesión de puntos (1, = f (т„)}, en virtud de la continuidad 
de f (z), tiene que converger hacia el límite шо = f (2). Debido 
a esto, la sucesión (q (Wa) = Ф If (2n)] = F (2n)), en virtud de la 
continuidad de q (w), tiene que converger hacia Ф (шу) = F (2). 
Así, pues, lim PL) = Р (ы), con lo que queda demostrada nuestra 


afirmación. - 
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Como consecuencia de la relación que hemos establecido entro 
la continuidad de una función compleja f (2) y la continuidad de las 
funciones reales и (т, у) = Ве [f (2) у v (=, у) = Im [f (2)), para 
las funciones complejas continuas también son válidas las demás 
propiedades de las funciones reales continuas, 

Antes de ocuparnos de éstas, introduzcamos el concepto de con- 
junto cerrado. 

Un conjunto Ё se llama cerrado, si contiene todos sus puntos 
de acumulación 

Los conjuntos que carecen de puntos de acumulación (por ejem- 
plo, los conjuntos finitos, el conjunto vacío o el conjunto de los 
números naturales 1, 2, 3, ..., п, ..., ete.), también se consi- 
deran conjuntos cerrados. Para obtener una definición que abarque 
explícitamente a estos casos particulares, es conveniente enun- 
ciarla оп forma negativa. 

Un conjunto F se llama cerrado, si un punto no perteneciente 
a F no puede ser punto de acumulación para X. 

Ho aquí otros (ejemplos de conjuntos cerrados: el conjunto de 
todos los puntos del plano, el conjunto de todos los puntos de una 
recta o de una circunferencia, el conjunto de puntos pertenecientes 
a un segmento arbitrario de la recta, etc. Para el primer ejemplo 
(el plano), esto es evidente; en los demás, la prueba es inmediata, 
puesto que para un punto z no perteneciente a uno cualquiera de 
estos conjuntos F, se puede trazar un entorno que no contenga 
ningún punto de F. Por consiguiente, tal punto z no puede ser 
para ' un punto de acumulación, y F es cerrado. 

Examinemos una función f (z) que sea continua en un conjunto 
acotado y cerrado F. Esta posee las siguientes propiedades: 

1) Propiedad de continuidad uniforme, 
Para todo e >0 existe un 5 (е) > 0, tal, que la desigualdad 
1f (6) — f (4) | < е se cumple para cualquier par de puntos т y 2" 
que cumplen la condición | — 2" | < б (в). 

Lo nuevo que hay aquí, en comparación con la propiedad de con- 
tinuidad de una función en un punto determinado 20, es que б (e) 
no А шан de cómo se hayan elegido los puntos en el conjun- 
to F. 

2) Acotación del módulo de la función. 
Existe un número real positivo M tal, que en todos los puntos del con- 
junto Ё se cumple la desigualdad 


\/(@!<мМ. 
3)Alcanzamiento del extremo superior 
(e inferiorjdel módulo. En el conjunto F existe al menos 


ил punto Zo би) tal, que en todos los puntos de F se cumple la desigual- 
dad |f()1<1f(291 0160 12217 (9) )- 
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Las propiedades análogas para las funciones continuas que toman 
valores reales se demuestran ordinariamente en los cursos de análi- 
sis; demostremos que éstas se genoralizan inmediatamente al caso 
de funciones complejas. En electo, sea f (z) = u (2, y) + iv (£, y). 
Si f (2) es continua en todos los puntos del conjunto acotado y cerra- 
do Р, también lo serán las funciones u (£, y) y v (т, y) en todos sus 
puntos (considerando a éstas como funciones reales de dos variables 
reales). Por lo tanto, éstas también scrán uniformemente continuas 
en este conjunto. es decir, para cualquier e > 0 existe un ё (e) > 0 
tal, que para cualquier par de puntos (2, y%) y (2”, у") que cumplan 


Y <ò (е) 


se verifican las desigualdades 


ju (z, р) и (а, y) |< y [ote y) о, y) |< > 


у 


Pero entonces, también 


EEEN Уе у) а ER) o В Се 


para |2 — z | <ò (0) ( = л' iy’, z" = а” + iy"), ез decir, 
también es válida la propiedad do continuidad uniforme en el caso 
de una función compleja. 

Para obtener las otras dos propiedades es suficiente observar 
que ol módulo do una función continua también es una función 
continua. Esto se deduce inmediatamente de la desigualdad 


Па) А о) 1 009—7 (0) 1. 


3.8. Sca Ф algún conjunto по vacío de puntos del plano, acotado 
y cerrado, y sea z un punto arbitrario del plano. Llamemos d i s tan- 
cia р (2, Ф) del punto z al conjunto Ф al extremo inferior de las 
distancias desde z hasta los distintos puntos pertonecientes а Ф. 
Como 2 — E ($ Є Ф) es una función continua de £, definida en Ф, 
también | 2 — $ | será una función continua de £ en Ф y, рог con- 
siguiente, alcanzará su extremo inferior p (z, Ф) en cierto punto 
bo ED: р (2, Ф) = |2— |. 

Así, pues, la distancia del punto z hasta el conjunto Ф coincide 
con la distancia del punto z hasta cierto punto del conjunto Ф. Por 
consiguiente, р (2, Ф) se anula solamente para los puntos que per- 
tenecen а Ф; si z no pertenece а (P, se tiene: р (2, Ф) > 0. 

Jlemostremos que, considerando а р (2, Ф) como función de z, 
definida en todo el plano, resulta una función continua. Èn electo, 
sea p (2, Ф) = |2 — Lol, 5 € O. Entonces, 


[1 6110—42) 4 (2—60) 612 —2112—0 |= р (2, Ф) 127—2 |, 


44109 
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y, por consiguiente, 
pl, Ф) < |2 — 5152р (2, Ф) 12—21, 

de donde 

p(z, D)—p (ш, Ф) «|27 —2 |. 
Cambiando de lugar en estos razonamientos z’ рог z, hallaremos 

р (2, Ф) —р(2', Ф) <|2—2'|. 
Рог lo tanto 

lp Ф) —p(2, 0)<|2—2"|, 
y оз suficionte tomar |z—3'| <6(e)=e para tener también 

lp (z, Ф) —р(2', Ф) | <а. 


De la continuidad demostrada de la función р (2, Ф) se deduce, 
en particular, que si z pertenece a algún conjunto de puntos F, 
acotado y cerrado, la función р (z, Ф) también será continua sobre 
el mismo y, por consiguiente, alcanzará en cierto punto zp € F su 
extremo inferior 


iit p (2, Ф) = р (zo, Ф). 


Este último poseo la propiedad de que para cualquier pur de 
puntos z€ F y [EW se tiene: 


[2—12 р (е, Ф) > (а, Ф). 


Por otra parte, en virtud de las propiedades que ya conocemos 

do la distancia р (20, Ф), existe un punto ёЄФ tal, que 
P (Go, Ф) = 12—61. 

El número hallado es, evidentemente, el extremo inferior de 
las distancias entre los pares de puntos pertenecientes a los con- 
juntos F y D, respectivamente. А la vez, nos hemos convencido 
de que este extremo inferior es alcanzado por cierto par de puntos 


20€ F y bo € D. Esto número se llama distancia entre los dos con- 
juntos F y Ф, y se designa mediante р (F, Ф): 


p(P,0)= inf |2—£|=infp(z Ф). 
2EF, tom =P 
En esta dofinición los conjuntos P у Ф desempañan exacta 


mente un mismo papel. Por esto, podríamos cambiarlos de sitio 
(en 1а expresión): 


p(4, Ф) =p (P, Р) = pa eE 2). 
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Está claro que el concepto de distancia de un punto hasta un 
conjunto es un caso particular del concepto de distancia entre dos 
conjuntos Р y Ф (cuando F consta de un solo punto 2). 

ошо la distancia entre dos conjuntos acotados y cerrados F y Ф 
es al mismo tiempo la distancia entre los puntos de cierto par 
ЄР y 66%: 


p(F, Ф)у=|в—{ф|, 


la magnitud p (F, Ф) se anula cuando, y sólo cuando, los conjuntos 
F y Ф tienen al menos un punto común. En particular, si Ё y Ф 
no tienen puntos comunes, so tiene: р (Р, Ф) >0. 

Fácilmente se observa que, cuando F o Ф no son cerrados, o bien, 
son cerrados pero no son acotados, el extremo inferior de las distan- 
cias entre los рагоз de puntos pertenecientes а F y Ф, respectiva- 
monte, puede ser igual a cero incluso cuando estos conjuntos carecen 
de puntos comunes. Como ejemplo es suficiente tomar por F el con- 
junto de los puntos de acumulación del conjunto Ф no pertenecien- 
tes a Ф (si Ф no es cerrado), o tomar por F el conjunto de todos los 
puntos situados en las asíntotas de una hipérbola, y por Ф, el con- 
junto de puntos de la hipérbola misma. 

No obstante, el lector demostrará sin dificultad alguna que, 
si F y Ф son conjuntos cerrados no vacíos y solamente uno do ellos 
по es acotado, existe de nuevo un par de puntos zo € F y bo € Ф tal, 
quo la distancia entre zp y Lo coincide con el extremo inferior de las 
distancias entre todos los pares posibles de puntos z € F y EW. 
Por consiguiente, en este caso, el extremo inferior de las distancias 
entre zE Ё y LEO también será distinto de cero, siempre que F 
y Ф no tengan puntos comunes. 
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4.1. Un conjunto Æ se llama с o ne x o si en cualquier división 
del mismo en dos subconjuntos no vacíos disjuntos (sin puntos 
comunes) E, y Ez. al menos uno de estos conjuntos contiene un 
punto de acumulación del otro conjunto. 

El conjunto vacío y el conjunto que consta de un solo punto tam- 
bién se consideran conexos. Esto tiene su justificación, si se expresa 
la definición de conexividad en Ја siguiente forma negativa: un 
conjunto E se Hama с o ne xo, si no existe una división del mismo 
en dos conjuntos no vacíos disjuntos E, y Ez, ninguno de los cuales 
contiene puntos de acumulación del otro. 

Puede servir de ejemplo de conjunto desconexo cualquier con- 
junto finito que conste de más de un punto, o más generalmente, el 

Ре 
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conjunto formado por los puntos de un número finito de conjuntos 
cerrados Py, Fz, ..., Fa, sin puntos comunes dos a dos. 

Forman una clase de conjuntos cerrados y conexos de suma їт- 
portancia los conjuntos de puntos pertenccientes a las curvas con- 
tinuas. 

Con respecto а cada [unción compleja z = f (1) de la variable 
real t, definida y continua en cierto segmento æ < t < В (es decir, 
los pares de funciones reales continuas z = = (0), y = y (1), se 
dico que ésta define o determina una curva (una línea) 
continua enel plano z. En este caso, Jos valores de la función 
se llaman puntos de la curva; el conjunto de todos los 
valores de la función se llama conjunto de puntos de 
la on rva (frecuontemente, para abreviar, se dice simplemente 
curva). 

En particular, los puntos у = f (0) y Z = f (В) se denominan 
punto inicial ypuntofinal de la curva, Estos pueden coin- 
cidir, en cuyo caso se dice que la curva es cerrada. 

Ordinariamente, la variable real £ se llama parámetro y la 
igualdad z = f (f), que liga los valores del parámetro con los puntos 
de la curva, se llama ecuación paramétrica de la curva o, simple- 
mente, ecuación de la curva. 

Dos curvas L у A, determinadas por las funciones z = f (0) 
(a < t< 0) ya = p (0 (ж < т< P), se consideranidénticas, 
si la ecuación de una de ollas se puede transformar en la ecuación de 
la otra mediante una sustitución continua y estrictamente monótona 
del parámetro, es decir, si existe una función continua y estricla- 
mente monótona т = ^ (f) (a < t< b) tal, que la función 2 = 
= q А (01 coincide con la función z = f (0) en el segmonto la, 0] =). 

Además, cuando la función т = А (£) que realiza la sustitución 
de una representación paramétrica por la otra es creciente, se dice 
que en ambas curvas está determinada una dirección (o un 
sontido) i g п a l; si es decreciente, se dice que las direcciones son 
contrarias. En el último caso, el punto inicial de L sirve de 
punto final para A y viceversa. La curva А, que solamente so dife- 
rencia de L en el sentido del recorrido, la designaremos a veces 
mediante L _. Como las notacionos L y Л son equitativas, se puede 
también designar L mediante А... 

Un mismo punto 2 que corresponde a distintos valores del pará- 
metro, entre los cuales al menos uno es distinto de sus valores 
extremos, se llama punto múltiple de la curva. La curva que 
carece de puntos múltiples sellamacurva de Jordan. 

Ilustremos con ejemplos todas estas definiciones. 


*) Entonces, naturalmente, también f [A7 (x)] coincide con y (х) on el 
segmento [z, $). Aquí A (т) es la función inversa con respecto a А (0. 
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4) Las funciones z = t, z = 2, z = 1 — t (0 < t < 1) determi- 
nan una misma curva continua, representada por el segmento del 
eje real comprendido entre los puntos z = 0 y 2 = 1. A la primera 
y segunda expresiones corresponde una misma dirección (o un mismo 
sentido) en la curva (el punto inicial está situado en el cero y el punto 
final en la unidad); a la tercera expresión, la dirección contraria 
(el punto inicial está situado en la unidad y el punto final en el 
cero). Es obvio que esta curva no tiene puntos múltiples y, por 
consiguiente, es de Jordan. Como sus puntos inicial y final no coin- 
ciden, ésta es una curva de Jordan no cerrada. 

2) Las funciones z =£ y z= sen лё (0<1<1) determinan 
curvas continuas distintas Z у А, puesto que no existe una trans- 
formación monótona del parámetro que transforme una do ellas en la 
otra. En efecto, una transformación tal tendría que transformar 
la función monótona f (t) = £ do nuevo en una función monótona, 
mientras que la función q (0) = sen лі no es monótona en ol seg- 
mento [0, 1). М 

Obsérvese que los conjuntos де puntos de las curvas 2 = 
y z = son at (0 < t < 1) coinciden con el conjunto de puntos del 
segmento [0, 1), a pesar de que ambas curvas son distintas. Por 
consiguiente, la coincidencia de' los conjuntos de puntos de dos 
curvas continuas, siendo condición necesaria para la identidad de 
estas curvas, ло es, sin embargo, condición suficiente. 

¡ Obsérvese también que, en este ejemplo, la curva z == £ es de 
Jordan y по es cerrada. No obstante, la curva z = sen nt tiene pun- 
tos inúltiples (sen at = ser (1 — 1), 0< t< т) y, por consíguien- 
te, no es de Jordan. Además, esta última es cerrada, puesto que su 
punto final coincide con el inicial (sen (л.0) = sen (x-1) = 0). 

3) Sea Ay, Az, ..., А, un sistema de segmentos rectilíneos, 
orientados de un modo determinado y situados en el plano de tal 
manera que el extremo del segmento precedonte Д; (j = 1, 2, ... 
+ +, п — 1) coincide соп el origen del siguiente Aj+1. Designando 
mediante a, el número complejo representado por el vector А, y me- 
diante 2, cl punto inicial del segmento Ay, podemos obtener en cl 
segmento 0 << п una función continua elemental que deter- 
mina la curva representada por el sistema de los segmentos dados: 


а= ++... +a +a ((— 341) 


(i—T1<t<j j=1, 2, ....1). 
Esta curva so llama poligonal, o quebrada, y lossegmen- 
tos Ay (7 = 1, 2, ..., л), lados de la poligonal. La poligonal 


puede ser cerrada o no, según que el extremo del segmento A, coin- 
cida con el origen del segmento A, o no. Esta será una curva de 
Jordan solamente cuando no haya intersecciones consigo mismo, 
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de modo que dos lados distintos no pueden tener más de un punto 
común; además, este punto común sólo puede ser el extremo del 
lado antorior y el origen del siguiente, y cuando la curva poligonal 
es cerrada, también puede ser el extremo del último lado y el 
origen del primero. 

4) Fácilmente se observa que la circunferencia con centro en 
el punto ту de radio r: 


2=2)-+r (cos t+ ¿sen t) (0<1< 2л), 


ов una curva cerrada de Jordan. 

Un conjunto no vacío, acotado, cerrado y conexo se Пата со n- 
tinuo*); demostremos que el conjunto de puntos de cualquier 
curva continua es un continuo. 

En efecto, sea L una curva continua, definida por la ecuación 
z= f (f) (a< t< B), y sea 5 un punto de acumulación del con- 
junto de puntos de la curva. Entonces, según el apartado 3.5, existe 
una sucesión (2,) de puntos distintos de la curva L que converge 

acia $. Hagamos 2, = f (tn); entonces, lim f (t,) = $. Extraiga- 


mos luego de la sucesión infinita de puntos {fn}, pertenecientes al 
conjunto acotado œ < t< В, una sucesión parcial convergente 
{inp} (ap. 3.2). Entonces, tendromos: lim ĉn, = lo, donde to, evi- 


кә 

dentemente, pertenece al segmento [a, fl. Por consiguiente, como 

fi(t) es continua, so tiene: lim Í (tn, )= Í (to). Por otra parte, {f (tn) } 
э 


siendo una sucesión parcial contenida en la sucesión {f (t,)), tiene 
que tenor el mismo límito &: lim f (ĉa) = E. Por lo tanto, = f (1), 
le 


o sea, $ pertenece a la curva L. Queda demostrado que el conjunto 
de puntos de una curva continua es cerrado. Demostremos ahora 
que este conjunto es conexo. Suponiendo lo contrario, tendremos una 
división де L еп dos conjuntos no vacíos / y La, sin puntos comu- 
nes, tales que ninguno de éstos contiene puntos de acumulación 
del otro. Respectivamonte, el segmento а < t< f se dividirá en 
dos conjuntos no vacíos E, y Ez , sin puntos comunes: uno de ellos 
estará formado por aquellos valores del parámotro # a los cuales 
corresponden los puntos de Li, y el otro, por aquellos valores de t 
а los cuales corresponden los puntos de Ly. Cerciorémonos de que 
ninguno de los conjuntos £,, E, puede contener puntos de acumula- 
ción del otro. En efecto, si. por ejemplo, el punto / Є E, fuese para 
Е, un punto de acumulación, entonces en E, se podría hallar una 
sucesión de puntos (fa) que convergería hacia £” (ap. 3.5). Como 


7 (4) es una función continua, de aquí resultaría que lim f (£) = 


*) Según esta definición, cada punto es un continuo. 
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= j (07), es decir, el punto f (27) Є Z, sería un punto de acumulación 
para 25%), 16 cual contradice a la hipótesis relativa а L, y Lo. 

Así, pues, la suposición de que la curva L es desconexa implica 
la suposición análoga relativa al segmento de la recta læ, Bl; no 
queda más que refutar este último. Obsérvese con este fin que Е, y Ez 
son conjuntos cerrados. En efecto, cada punto de acumulación 
de Æ, pertenece al segmento la, Б}, y como dicho punto no puede 
регіепссег a Æ, tiene que pertenecer рог lo tanto а E,. Por consi- 
guiente, £, es cerrado. Del mismo modo, Ez también es cerrado. 
Como Ё, y Ez son conjuntos cerrados no vacíos sin puntos comunes, 
la distancia entre ellos p (Е;, Ez) es distinta de cero. 

Dividamos el segmento la, fl en segmentos iguales de longitud 
ò< p (Es, Es: бу, ӧз, ..., On, de modo que el punto final de 
cada uno de ellos sea el punto inicial del siguiente. Evidentemente, 
cualquiera de estos segmentos бу (j= 1, 2, ..., n) pertenece 
enteramente a uno de los conjuntos Æ; о Ey; en caso contrario llega- 
ríamos a la conclusión absurda de que la distancia entre Е, у Ez 
no superaría a ô, o sea, sería menor que р (Е, Ез). Supongamos, 
por ejemplo, que ё; pertenece a E,. Entonces, también el punto ini- 
cial del segmento ё; (que coincide con el punto final del segmento d,) 
y, por consiguiente, todo el segmento ёз pertonece a £,. Si ве ha esta- 
blecido que ô, pertenece a E, (k < n), entonces el punto inicial del 
segmento 0,41, que coincide con el punto final del segmento ðr, 
también pertonece а Æ, y, por consiguiente, todo el sogmento r+, 
pertenocerá a £,. Рог lo tanto, todos los segmentos ô; (j = 1, 2, ... 
£.. п) tienen que pertenecer solamente а uno de los conjuntos 
E, о Ёз, de modo que el otro resultará vacío, lo cual contradice а la 
hipótesis. Con esto, queda terminada la demostración. 

Ahora podemos demostrar que, en general, es conexo todo conjun- 
to E para el cual dos puntos cualesquiera del mismo z’ y 2” pueden 
unirse mediante una curva continua L (es decir, qne se puede construir 
una curva para la cual uno de los puntos 2”, z” es el punto inicial, 
y el otro, el punto final), cuyos puntos pertenecen a E. (Obsérvese 
que, sin embargo, la condición suficiente de conexión comprendida 
Aquí no es necesaria). 

En efecto, supongamos que el conjunto Æ se ha dividido de 
algún modo en dos subconjuntos no vacíos E, y Es que carecen de 
puntos comunes. Sea z’ un punlo fijo de E, y 2", de Ea. Unamos z’ 
y 27 mediante una curva continua L cuyos puntos lodos pertenezcan 
а E, y sean Lı y La los subconjuntos del conjunto do los puntos do 


*) En el caso considerado, / (е), siendo un punto do acumulación de la 


sucesión (f(fm)), será también un punto de acumulación рага el con- 
junto que representa los términos do esta sucesión, puesto que ninguno de 


los puntas f (th) coincide con f (1) (Ls y / no tienen puntos comunes). 
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Ja curva L formados por todos los puntos de L que pertenecen а £, 
о а E,, respectivamente. Evidentemente, éstos son conjuntos no 
vacíos (27 € Ly, 2" € La) que no tienen puntos comunes. Сото L es 
conexo, al menos uno de ellos, por ejemplo Г, tiene que contener 
un punto de acumulación del otro. Sea 2, este punto. Este pertenece 
a Li y. por consiguiente, a Ey. Además, es un punto de acumulación 
para La y, por lo tanto, también es un punto de acumulación para 
Ea D Lo 

Así, pues, resulta que cualquiera que sea la división del conjun- 
to Ё en conjuntos no vacíos sin puntos comunes, al menos uno de ellos 
tiene que poseer un punto de acumulación del otro. Con esto queda 
demostrado que el conjunto £ es conexo. Como dos puntos cualesquie- 
ra del plano pueden unirse, por ejemplo, mediante пп segmento 
recto, de aquí se deduce, en particular, que el plano es un conjunto 
conexo. 

Para un conjunto cerrado y acotado, Ia condición de conexividad 
puede expresarse del modo siguiente: Un conjunto cerrado y acotado F 
es conezo, es decir, es un continuo, si para cualesquiera dos de sus 
puntos zo y 2' y para cualquier e > 0 es posible señalar un número 
finito de puntos de este conjunto: Zo, Zs, «+ +) Zn = 1', tales que 
lar —%-.|<е(=1,...‚ п). 

Еп efecto, supongamos que se cumple esta condición y que F 
no es conexo. Entonces F puede dividirse en dos subconjuntos no 
vacíos F, y Fa, sin puntos comunes, tales que ninguno de ellos con- 
tiene puntos de acumulación del otro. Como todos los puntos de 
acumulación del subconjunto Fy (j = 1, 2) tienen quo perteuecor 
a F, deducimos que éstos pertenecen a F,, es decir, Fy es un conjunto 
cerrado. Así, pues, Р, y Fa son acotados, cerrados y carecen de pun- 
tos comunes. Por lo tanto, la distancia p (44, Fa) > 0; tomando un 
punto 2,6 F, y un punto 2' € Fz no podremos indicar, evidente- 
mente, un número finito de puntos de F: 20, д, +... а = 2. 
tales que | д» — Za -i | <p (Pi, Fa) (k = 1, 2, . . ., п). En efecto, 
entre éstos tiene que haber dos puntos con subíndices consecutivos: 
Zr а Y 20, el primero de los cuales pertenece а F, y el segundo a Pa, 
por lo cual | 2а — za -1 | > p (21. Fa). De esta contradicción se 
deduce la proposición enunciada. 

Apliquemos este criterio de conexión para la demostración del 
siguiento teorema; si {Fa} es una sucesión de continuos tales que 
Fn +1 © Fn, entonces su intersección F (es decir, el conjunto de 
puntos comunes a todos los F,) es también un continuo. 

Consideremos una sucesión de puntos {zn}, donde 2, € Fn. En 
virtud de la condición Ёз +. < Fa, 108 puntos Zn, +1, +» » perte- 
necen a F,; de aquí зе deduce que todos los puntos de acumulación 
de la sucesión {zn} pertenecen a Fn (п = 1, 2, ...), y por consi- 
guiente, también a F. Pero el conjunto de los puntos de acumulación 
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de la sucesión {Zn} no es vacío (puesto que la sucesión (2,) es acota- 
da); por esto, # es un conjunto no vacío. Si éste carece de puntos de 
acumulación, entonces F es cerrado. Supongamos que existen puntos 
de acumulación de F y que ze es uno de ellos. Como F < Pa, el pun- 
to ле es рага F, un punto de acumulación у, por consiguiente, por- 
tenece а F, (n= 1, 2, .. .); por lo tanto, 2, € F. Así punes, F es 
un conjunto no vacío, cerrado (y, evidentemente, acotado). 
Demostremos, finalmente, que F es un conjunto conexo. Supo- 
niendo lo contrario, hallaremos que Ё puede dividirse en dos con- 
juntos no vacíos, acotados y cerrados Fa y F’, sin puntos comunes. 
Supongamos que zo € Fo y 2 €F’; como 2,6 Fa y з ЄР, рага 
cualquier п, existen unos puntos Zo, 21, ..., 2y=2' del conjunto 


Р, tales que |а — 4 1р (Fo Е) = e (k=4,.... 3). 


Entre éstos tiene que haber al menos un punto 2, cuya distancia 
hasta Fo y hasta F’ y, por consiguiente, también hasta F, es supe- 
rior a ё. 

En efecto, si para cada punto Zo, 21, + + -, Zv, la distancia hasta 
uno de los conjuntos Fa о Ё” no fuese superior a e, entonces todos 
estos puntos podrían dividirse en dos clases no vacías de modo que, 
para los puntos de una de ellas, las distancias hasta Fo no Superarían 
а e, y para la otra, las distancias hasta F’ no superarían a в. Eviden- 
temente, la distancia entre dos puntos cnalesquiera de clases distin- 


Las tieno que ser mayor que e, puesto que в = $e (Po, F’). Pero, por 


otra parte, si p < v es el subíndice superior de los puntos de la 
primera clasc, entonces el punto de subíndice p + 1 tiene que per- 
tenecer а la segunda clase, obteniendo para los puntos 2, у 2,41 
de distintas clases la desigualdad: 


Гам 2.1 е. 


De esla contradicción se deduce la existencia del punto pedido 
т. Este punto lo designaremos mediante {,, para señalar su perte- 
nencia al conjunto Fp. 

Así, pues, tn E Fa Y P (En F)>e(n=4, 2, 

Para cualquier punto de acumulación Zo de la sucesión (fr) 
tendremos que р (Lo, £') > e. Pero esto es imposible, puesto que 
todos los puntos de la sucesión {%n} pertenecen а F. Así, pues, F 
tienen que ser un conjunto conexo. La demostración del teorema 
queda terminada. 

4.2. Un conjunto O se llama a b i e г t o, si para cada uno de sus 
puntos existe un entorno cuyos puntos todos pertenecen a O. Son 
ejemplos de conjuntos abiertos: el conjunto de todos los puntos del 
plano, el conjunto de todos los puntos no pertenecientes a un con- 
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junto finito dado de rectas o circunferencias, el conjunto de todos 
los puntos situados en el interior de un círculo dado, etc. El con- 
junto vacío también se considera abierto. 

Un conjunto abierto y conexo se llama recinto. En virtud 
de lo demostrado anteriormente, un conjunto abierto será conexo y, 
por consiguiente, será un recinto, si dos puntos cualesquiera del 
mismo pueden unirse mediante una curva continua perteneciente a О. 
Pero se verifica también lo recíproco: dos puntos cualesquiera de un 
recinto arbitrario pueden unirse mediante una curva continua perte- 
neciente al recinto. 

Demostraremos esta proposición por reducción a lo absurdo, 
Si fuese injusta, en cierto recinto G existirían dos puntos z’ y 2” 
que no podrían unirse mediante una curva continua perteneciente 
al recinto. Designomos entonces mediante G, el conjunto de aquellos 
puntos de G que pueden unirse con z’ mediante una cueva continua 
pertonecionte a б, y mediante Сз, el conjunto de todos los demás 
puntos. Como z” perteneco a С junto con cierto entorno suyo 
(2—2 | <р (según la definición de conjunto abierto), todos 
los puntos de este entorno quedarán incluidos en бү: éstos pueden 
unirse con z’ mediante segmentos rectos. Por lo tanto, Gi y Ga son 
conjuntos no vacíos (2° Є G+) que no tienen puntos comunes. Supon- 
gamos que 2, € бү; entonces existe una curva continua Z, que une 
2' соп z, y pertenece а б. Si | 2 — 21 | < p, es un entorno del punto 
21, perteneciente a G, entonces cualquier punto z de este entorno 
puede unirse con 2, mediante un segmento recto Ay, también perte- 
neciente а G. Por consiguiente, tal punto se une con 2” mediante 
una curva continua 2, + A, perteneciente а G; así, pues, z € бү, 
es decir, el entorno | z — z, | < р, del punto 2, pertenece total mente 
a бү. Vemos que el punto z, no puede ser de acumulación para el 
conjunto Ga. 

Supongamos, finalmente, que 2, Є Ga; entonces tomamos de 
nuevo un entorno | 2 — Zz | < pa del punto za, perteneciente a G. 
Si algún punto z de este entorno perteneciese a Gi, entonces este 
punto podría unirse con el punto 2' mediante una curva continua Ly, 
perteneciente a G; pero z puede unirse con 2; mediante un segmento 
recto Az, también perteneciente al recinto G. Por consiguiente, el 
punto z se uniría con el punto 27 mediante una curva continua 
La + Az, perteneciente a G, por lo cual pertenecería а G, еп contra 
de la hipótesis (2, € Ga). Así, pues, ningún punto del entorno 
|2 — 25 | < pa puede pertenecer al conjunto бү. Por lo tanto, nin- 
gún punto del conjunto Gz puede ser de acumulación рага G,. Vemos 
que el conjunto б se divide en dos conjuntos no vacíos G, у Са 
sin puntos comunes, ninguno de los cuales contiene puntos de acu- 
mulación del otro. Pero esto contradice a la condición de conexividad 
del conjunto G. La demostración queda terminada. 
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De lo expuesto se deduce que la definición de recinto puede 
enunciarse del modo siguiente: 

Un conjunto abierto O se denomina recinto, si dos puntos cua- 
lesquiera del mismo pueden unirse mediante una curva continua L 
cuyos puntos todos pertenecen a O, 

Sea O un conjunto abierto arbitrario у 20, alguno de sus puntos. 
Consideremos el conjunto de todos los puntos de O que pueden 
unirse con zy mediante curvas continuas, pertenecientes a O. Evi- 
dentemente, este conjunto no es vacío (pertenece al mismo el punto 
Zo junto con su entorno, perteneciente a O), es abierto (si 2; puede 
unirse соп 2, mediante una curva continua y, entonces cualquier 
punto z del entorno del punto 21, perteneciente а O, puede unirse 
con 25 mediante una curva continua, constituida рог y y por el 
segmento rectilíneo con los extremos 2; y 22) y, según la definición 
misma, өз conexo. Por lo tanto, el conjunto indicado es un recinto. 
Este recinto se llama componente conexa de O (que 
contiene al punto зу). 

Se puede caracterizar también la componente conexa de O como 
el recinto mayor, perteneciente а O y que contiene al punto dado zo. 
Es evidente que dos componentes de O que tengan un punto común 
tienen que coincidir totalmente. Si O no es un recinto, es decir, si O 
es desconexo, entonces existen al menos dos componentes de O distin- 
tas. El conjunto de componentes de O puede ser infinito (figurémo- 
nos, por ejemplo, el conjunto O formado por los círculos de radio 


<}. con centros en los puntos 0, 51, +2, . . .; en este caso, los 


círculos por separado son componentes de О). En todo caso, este 
conjunto tiene que ser a lo sumo numerable. En efecto, tomemos 
un punto en cada componente de O, de coordenadas racionales х o y. 
Entonces, obtenemos una aplicación biyectiva del conjunto de todas 
las componentes sobre cierto subconjunto de un conjunto numerable, 
do donde so deduce lo que se afirmaba. 

Respecto de cualquier conjunto abierto y, en particular, de un 
recinto O, todos los puntos del plano se dividen en las siguientes 
tros categorías: 

4) puntos pertenecientes a O; éstos se llaman puntos inte- 
riores a О; 

2) puntos no pertenecientes a O que son para O puntos de acumu- 
lación; éstos se llaman puntos frontera de О; 

3) puntos no pertenecientes a O que no son para O puntos de 
acumulación; éstos se llaman puntos exteriores а O. 

El conjunto de los puntos interiores coincide con O y, por consi- 
guiente, no es vacío, siempre que O no sea vacío. E] conjunto de los 
puntos frontera — denominado frontera del conjunto abierto (del 
recinto) — será vacío cuando O sea todo el plano. Si el conjunto O 
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es distinto de todo el plano, entonces tiene que existir un conjunto 
de puntos no vacío Æ, no pertenecientes a O. Este conjunto puede 
constar solamente de puntos frontera y de puntos exteriores. Si 
no hay puntos exteriores, entonces Æ consta de puntos frontera, los 
cuales tiene que haber, por lo tanto, no menos de uno. Si para Е hay 
puntos exteriores, tiene que haber, evidentemente, un conjunto 
infinito de éstos (puesto que para un punto exterior existe un entorno 
cuyos puntos son también todos exteriores). Cerciorémonos que, 
ontonces, el conjunto de puntos frontera también tiene que ser 
infinito. Precisando, demostremos que en cualquier segmento recli- 
líneo, uno de cuyos extremos es un punto interior y el otro, exterior 
а О, tiene que haber al menos un punto frontera. En caso contrario, 
todo el segmento quedaría dividido en dos conjuntos no vacíos 
Е, y Ёз de puntos interiores y exteriores a O. Pero ningún punto del 
conjunto Æ, (punto interior a 0) puede ser punto de acumulación 
del conjunto Æ» (conjunto de puntos exteriores a O), del mismo modo 
que ningún punto del conjunto Ez puede scr punto de acumulación 
de £,. Esto contradice а la propiedad de conexión del segmento, de 
donde se deduce que el segmento, además de puntos interioros 
y exteriores, tiene que contener también puntos frontera de O (al 
menos uno). De lo expuesto se deduce que, si el conjunto abierto O 
no es todo el plano, el conjunto de sus puntos frontera no puede ser 
vacío. No obstante, en esto caso también puede no haber puntos 
de tercera categoría: puntos exteriores. En efecto, cada punto exta- 
rior se caracteriza, evidentemente, en que existe un entorno del 
mismo, ninguno de cuyos puntos pertenecen al conjunto dado O. 
Por consiguiente, si el conjunto de puntos no pertenecientes! а O 
по contiene ningún círculo, entonces no puede contener tampoco 
ningún punto exterior a O, es decir, todo el conjunto consta de 
puntos frontera. Esto ocurre, por ejemplo, cuando O está formado 
por todos los puntos no pertenecientes а una recta (o a una circun- 
forencia). Esta última es la frontera de О; en este caso no hay puntos 
exteriores, 

4.3. Demostremos que la frontera Г de cualquier conjunto abier- 
to O es un conjunto cerrado. Para esto es suficiente demostrar que nh 
punto ду no perteneciente а Г, no puede ser рага Г un punto de 
acumulación. En efecto, tal punto tendría que ser interior o exterior 
а О. En ambos casos, oxiste un entorno de 2, que no contiene ningún 
punto de F. Por consiguiente, г, ло puede ser рага Г un punto de 
acumulación, lo que muestra que el conjunto Г es cerrado. 

Agregando a un conjunto abierto O todos sus puntos frontera, 
obtenemos un conjunto O, denominado clausura del conjunto 
O. Demostremos que О es un conjunto cerrado. Para esto es sufi- 


ciente demostrar que ningún punto ту no perteneciente a О, puede 
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ser un punto de acumulación para О. En cfecto, Lal punto solamente 
“puede ser exterior а O. Por lo tanto, existe un entorno del punto 
Zo que no contiene ningún punto de 0, y que, por consiguiente, 
tampoco contiene puntos frontera de O. En el entorno indicado 
no habrá ningún punto de O, de donde se deduce que z, no es para O 
un punto de acumulación. De aquí que 0 es un conjunto cerrado, 

Cuando O es un recinto, la clausura del conjunto O se Пата 
recinto cerrado (o dominio). Por ejemplo, el conjunto 
de todos los puntos situados en el interior de una circunferencia 
y en ella misma forma un círculo cerrado; el círculo cerrado se 
distingue del círculo abierto, pues este último es el reciento formado 
por todos los puntos que están situados en el interior de la circunfe- 
rencia. 

Sea G un recinto acotado, es decir, un recinto cuyos puntos 
están contenidos todos en cierto círculo con centro en el origon de 
coordenadas |z | < R. Entonces todos los puntos que están situa- 
dos fuera de este círculo también serán exteriores con respecto a G 
De aquí se deduce que los puntos frontera del recinto G tienen que 
satisfacer a la condición |z |< R, de modo que la frontera Г de 
un recinto acotado G es un conjunto cerrado y acotado. 

Llamaremos a un recinto acotado Gsimplemente cone- 
хо o múltiplemente conexo, según que su frontera 
sea un conjunto conexo o desconexo. Un ejemplo simple de recinto 
simplemente conexo es el interior de un círculo, y un ejemplo de 
recinto múltiplemente conexo es el conjunto de puntos situados 
entre dos circunferencias concéntricas. 

La clase de los recintos múltiplemento conexos admite una зир- 
división consiguiente. Los recintos simplemente сопохоз se caracte- 
rizan en que su frontera es un continuo. Si la frontera de un recinto 
múltiplemente conexo consta de un número finito n (n > 1) de 
continuos, sin puntos comunes dos a dos *), el recinto G se Mama de 


*) Es fácil comprobar que si un conjonto dado admite alguna división 
en un número finito de continuos, que carecen de puntos comunes dos n das, 
entonces esta división es única. En efecto, sean Jis oas f Y Pas суу то, 
dos divisionos distintas de un mismo conjunto en continuos. Entonces, al monas 
uno de Тоз continuos de una división (sea éste ру) tiene quo contener tanto puntos 
quo pertenecen como puntos que no pertenecen а cierto continuo Чо otra división 
(каа éste fn). Designemos mediante py, 1 conjunto de los puntos del continuo pr 
que pertenecen a fp y mediante фууу el conjunto de todos los demás. puntos del 
continuo фу (éstos tienen que pertenecer a alguno de los continuos fa, . 
рУ йо ашепке, todo punto de acumulación del conjunto фу, es también 
para fa un punto de acumulación, por lo cual está contenido еп} у no puede 
pertenecer a pja. Del mismo modo, un punto de acumulación del conjunto pin 
lieno que ser йе acumulación para alguno de los continuos /, (1 52 4); por 1o 
anto, oste punto está contenido en fz y no puede pertenecer a фуу. Hemos oble 


sr 
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conexión finita o más precisamente, se dice que el o r d è n 
de conexión es n. Finalmente, si la frontera do un recinto 
múltiplemento conexo no puede dividirse en un número finito de 
continuos, sin puntos comunes dos a dos, entonces el recinto se llama 
deconexión infinita. 

Si dentro de algún círculo abierto K se toman n — 1 (n> 1) 
círculos cerrados Кү, Ка, ..., Kn-s, Sin puntos comunes dos a dos, 
entonces el conjunto de todos los puntos del círculo К no pertenecien- 
tes a ninguno de los círculos K; (j = 1, 2, +. ., n — 1), representa 
un recinto С de orden de conexión п. Su frontera consta de п circun- 
foroncias: С y су, que limitan los círculos K y Ау (ў = 1, 2 +. 

<., п — A), respectivamente. 

Si, para fijar ideas, tomamos el círculo unidad |z | < 1 y exclui 

П 


mos de éste los círculos cerrados |z— $| <m C= 

== 2,3, 4, ...), у también su centro z = 0, obtenemos un recinto 

de conexión infinita cuya frontera consta de las circunferencias 
4 1 Я 

ble 1 l-4 == 77 02234...) y del punto 

z= 


4.4. Consideremos un conjunto cerrado de puntos arbitrario # 
El conjunto O do todos los puntos del plano no pertenecientes a F 
es un conjunto abierto. En efecto, si O no es vacío (en este caso la 
proposición resulta evidento), sus puntos, al no pertenecer a F, 
no pueden ser tampoco puntos de acumulación de F. Por lo tanto, 
para cada uno de ellos existe un entorno que carece de puntos dol 
conjunto 2 y que, por consiguiente, pertenece totalmonte а O. 

Supongamos que 2, € 0; designemos соп Go el conjunto de todos 
los puntos de O que pueden unirse соп 2, mediante curvas continuas 
pertenecientes a O. Es obvio que Со es un recinto, Este se denomina 
contiguo con respecto al conjunto cerrado F. Fácilmente 
se observa que puede haber una infinidad de recintos distintos, 
contiguos a F. 

Como ejemplo, es suficiente figurarse que todo el plano se ha 
cenadriculado mediante rectas equidistantes, paralelas a los ejes 
de coordenadas. Aquí, el conjunto F está formado por todos los pun- 
tos de estas rectas, mientras que los puntos que están situados 
dentro de cada cuadro forman los recintos contiguos a Р. 

Cuando Ё es una curva de Jordan cerrada y. existen dos y sólo 
dos recintos distintos contiguos a y. En este caso, y ез su frontera 
común. Esta afirmación, que fácilmente se comprueba on cada 


nido que el continuo q, admite una división en dos conjuntos no vacíos Gyn 
y yj sin puntos comunes. ninguno de los cuales contiene puntos de acumulación 
del otro. Pero esto contradice a la definición de contínuo; de esto modo, nuestra 
iemación queda demostrada 
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caso concreto (por ejemplo, cuando y es una circunferencia), forma 
el contenido del teorema de Jordan. A continuación emplearemos 
este teorema, recomendando al lector que vea la demostración 
en algún curso de topología. Obsérvese que uno de los dos recintos 
siempre es acotado: el interior de la curva de Jordan; el otro 
es no acotado: el exterior ala curva de Jordan (por ejemplo, 
las partes interior y exterior de una circunferencia). Mediante estos 
conceptos es fácil establecor la siguiente propiedad de los recintos 
simplemente conexos, que es fundamental para la teoría de las 
funciones: si y es una curva de Jordan cerrada, perteneciente а un 
recinto simplemente conexo G, entonces el interior de y también perte- 
nece al recinto б. 

En efecto, sea E algún punto de у. Como E es un punto 
del recinto G, existe un entorno de este punto perteneciente л 
En este entorno tiene que haber una infinidad de puntos exte 
тез a y, así como una infinidad de puntos interiores a y (esto es 
debido a que $ es un punto frontera para uno y otro recintos). De 
aquí se deduco que tanto en el exterior como en el interior de y hay 
puntos del recinto G. Pero el exterior de y no puede pertenecer total- 
mente а G, puesto que en caso contrario G sería no acotado (y osto 
contradice a la definición admitida anteriormente de recinto simple- 
monte conexo). Por consiguiente, en el exterior de y tiene que haber 
tanto puntos pertenecientes al recinto G como puntos que no perte- 
necen a G. De aquí se deduce que en el exterior de y tiene que haber 
puntos frontera de G. En efecto, suponiendo lo contrario haríamos 
la conclusión de que el exterior de y se dividiría en dos conjuntos 
no vacíos sin puntos comunes: uno de puntos exteriores y otro de 
puntos interiores a G, sin contener ninguno de ellos puntos de acumu 
lación del otro, lo cual contradice a la conexividad del exterior de y. 
Ahora es fácil demostrar que el interior de y pertenece totalmente 
а б. En еѓосіо, en caso contrario en el interior de y habría puntos 
pertenecientes a G y puntos no pertenecientes a G, y aplicando los 
mismos razonamientos que antes hallaríamos que entre éstos 
habría puntos frontera del recinto G. Luego obtendríamos de aquí 
que toda la frontera do G quedaría dividida en dos conjuntos no 
vacíos sin puntos comunes: uno en el interior y otro en el exterior 
de y. Como ninguno de éstos puede contener puntos de acumulación 
del otro (un punto del interior de y no puedo ser de acumulación 
para el exterior y viceversa), llegaríamos a la conclusión de que 
la frontera del recinto G es un conjunto desconexo, lo cual contradice 
a la hipótesis hecha de que el recinto G es simplemente conexo. Así. 
pues, el interior de y pertenece totalmente a G, y nuestra afirmación 
queda demostrada. 

Se puede demostrar, sin dificultad alguna, que es simplemente 
conexo enalquier recinto acotado que posea la propiedad de que 
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para cualquier curva de Jordan cerrada y perteneciente a G el inte- 
rior de y también pertenece a G. 

Entre los recintos no acotados, para los cuales no hemos definido 
рог ahora los conceptos de simple o múltiplemente conexos, 
hay algunos que poseen la propiedad indicada de los recintos simple- 
mente conexos: si una curva de Jordan cerrada pertenece al recinto, 
entonces su interior también pertenece al mismo. A tal género de 
recintos también denominaremos simplemente conexos, extendiendo 
para éstos la definición primaria de recinto simplemente conexo. 


Y 


а) 


FIG. 5 


Por lo tanto, serán simplemente conexos: el plano, un semiplano 
(ig. 5, а), un ángulo (fig. 5, b), una franja (fig. 5, с), una semifranja 
(Гір. 5, d), ete. Por el contrario, el exterior de un círculo, por ejemplo, 
по será un recinto simplomente conexo según esta última definición. 

4.5. Demostraremos ahora unas cuantas proposiciones auxilia- 
res a las que habrá que hacer referencia a continuación. *) 

PHagamos primero la siguiente observación general: si zp 05 nn 
punto del recinto G y А es su distancia hasta la frontera de este тесїп- 
to (cuando la frontera sea un conjunto vacío, supondromos que 
A = оо, entonces el círculo |2 — 2, | <A está contenido еп el 
recinto G. Esta afirmación es evidente cuando la frontera del recinto 
es un conjunto vacío, puesto que entonces G coincide con todo el 
plano y el círculo indicado también coincide con todo el plano. Su- 
pongamos que la frontera del recinto G no es un conjunto vacío y, 
por consiguiente, А < оо. El círculo |z — zo | <A по puede con- 
tener puntos frontera de G, puesto que todos ellos están situados 
(пога de este círculo o en la circunferencia | 2 — 20| = А (al menos 
un punto frontera está situado en esta circunferencia). Poro éste 


=) El lector puede omitirlas durante la primora lectura, aludiendo a las 
proposiciones de este apartado solamente cuando encuentre referencias en lu 
exposición ulterior. 


$ 4. CONEXIVIDAD DE LOS CONJUNTOS. CURVAS Y RECINTOS 65 


no puede contener tampoco puntos exteriores a G, puesto que en el 
segmento rectilíneo 2,21, que uno el punto interior 2, con el punto 
exterior д, tieno que haber al menos un punto frontera. Así, pues, 
el círculo | 2 — 20 | < А está contenido en el recinto G. 

a) Dos puntos cualesquiera del recinto pueden unirse mediante 
una curva de Jordan y, en particular, mediante una línea quebrada. 

Sean z’ y z” dos puntos del recinto G. Según la propiedad conocida 
del recinto, demostrada en el ap. 4.2, existe una curva continua L: 
z = f (1) (а <t< P), que pertenece a G y une los puntos 2' y 2". 
Designemos mediante A (А > 0) la distancia entre la curva L y la 
frontera del recinto G. Como la función f (0) es continua, el segmento 
læ, pI puede dividirse рог los puntos tọ = 0 < t < t, <... 
+. < ên = В en partes tan pequeñas, de modo que se cumplan las 
desigualdades 


Iftn — IDKA (1=0, 1, ....n—1). 


Como todo círculo |z — f (1) | < A pertenece al recinto G (puos 
la distancia desde f (1,) hasta la frontera del recinto G noes menor 
que A) y contiene el punto f (t;+1), los sogmentos de las rectas Ay, 
que unen / (0) con 7 (141) „1,.... п — 1), también 
pertenecen a G. Рог lo tanto, la quebrada A con los lados Ao, Aj. ... 
‚++ Ân а, que une z con z”, está situada оп el recinto G. Si ésta no 
se corta consigo mismo. es decir, si carece de puntos múltiplos, 
nuestra afirmación queda demostrada. Еп caso contrario, existon 
dos lados A, y Aa (0< j < К) que tienen un punto común 20; ade- 
más, cuando los lados son contiguos (К = j + 1), se puede suponer 
que este punto es distinto del punto final del lado A, (quo es ol 
punto inicial del lado Ау). Si k >j + 1, suprimiendo де A Ja 
quebrada cerrada que consta: de la parle del lado A, desde el punto 
zo hasta su punto final, de todos los lados de Ja quebrada A cuyos 
subíndicos estén comprendidos entre j у k, y finalmente, de la parte 
del lado A, desde el punto inicial de este lado hasta el punto Zo. 
obtenemos una nueva quebrada A” que une como anteriormente 
2' con 2", pero que contiene por lo menos un lado menos que А. 
Si k = j + 1, entonces uno de los lados A, y Ауу, que tienen el 
punto común zp, además de otro punto común, como lo es el punto 
final de A; y el punto inicial de Ауу, tiene que ser parte del otro 
lado. Por ojemplo, supongamos que А, es una parte de Ауу. Enton- 
cos, de la quebrada А suprimimos la querbrada cerrada que consta 
de A, y de la parte del lado A,w, desde el punto inicial de oste lado 
hasta el punto inicial del lado A,. Resulta una nueva quebrada A” 
que une z’ con z" y que contiene uno o dos lados menos que A. Así, 
pues, en todos los casos, cuando la quebrada А se corte consigo 
misma, ез posible sustituir dicha quebrada por otra A” o A”. situada 
de nuevo en el recinto G y que une los mismos puntos 2'у 2", pero 
51109 
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que contione por lo menos un lado menos que А. Repitiendo una 
cantidad finita de veces esta operación de supresión de quebradas 
cerradas obtendremos, finalmente, una quebrada À que carecerá 
de intersecciones consigo misma (posiblemente, compuesta de un 
solo lado) y que unirá 2' con z” dentro del recinto С. Con esto, se 
termina la demostración de nuestra afirmación. 

b) Para cada conjunto de puntos cerrado y acotado F, perteneciente 
a un recinto G, se puede señalar otro conjunto cerrado y acotado E, per- 
teneciente también a G, que contiene a cada punto de F junto con su 
entorno cerrado de un radio fijado p > 0. 

Esta proposición confirma la posibilidad de inmersión de todo 
conjunto cerrado F de puntos del recinto G en el interior de otro 
conjunto cerrado E, perteneciente también a este recinto. 

Supongamos primero que С es todo el plano. Si |z |< p es un 
círculo que contiene а todos los puutos del conjunto F, se puede 
tomar por E el círculo cerrado de doble radi 8 |< 2р. vidente- 
mente, se cumple todo lo que se pide оп el teorema. 

Supongamos ahora que G no оз todo el plano. Entonces, la fron- 
tora dol recinto G no es un conjunto vacío y se puedo hablar de la 
distancia de # hasta la frontera del recinto С. Designemos csta 
distancia con d (d > 0) y consideremos el conjunto Æ de aquellos 
puntos del plano cuyas distancias hasta el conjunto F no son supe- 


riores а 2. 

Está claro que todo punto del conjunto / es interior con respecto 
de E, у además, junto con cada punto т, € ЁЁ pertenece también al 
conjunto E el círculo |z — 2, |< $. En virtud de la observación 
hecha al comienzo del prosonte apartado, el conjunto Æ mismo 
portenece al recinto G. 

No quoda más que demostrar que Æ os uu conjunto cerrado. Sea 
z’ un punto de acumulación del conjunto Е y supongamos que {zn} 
es una sucesión de puntos de Е, convergente hacia 3”. Como la distan- 
cia del punto al conjunto es contivua, la sucesión de números 

а 


р (г, F) converge hacia ol número p(z’, F), y como р (ва, Р) < E 
(debido a la definición del conjunto E), se tiene también: р (27, Р) < 
<É. De aquí so deduce que 2' pertenece a Е. Así, puos, el teorema 


quoda demostrado por completo. El númoro indicado p se puede 
4 


tomar igual а $. 


c) Sea E un subconjunto abierlo no vacio del recinto С. que posea 
la propiedad де дие cada uno de sus puntos de acumulación pertenecien- 
tes al recinto G, pertenece también a E; entonces, E necesariamente 
coincide con todo el recinto G. 
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Demostración. Supongamos que el Leorema no es justo. 
Entonces en el recinto G existen puntos no pertenecientes a E, 
Designemos el conjunto de tales puntos mediante E,. Como el recinto 
es conexo, al menos uno de los conjuntos Æ o Ё; tiene que contener 
puntos de acumulación del otro. Tal conjunto no puede ser Æ, puesto 
que éste es abierto (todos los puntos que figuran en un entorno sufi- 
cientemente pequeño de un punto de Æ, también pertenecen a Æ). 
Por lo tanto tiene que existir un punto de E, que es de acumulación 
para Æ. Según la hipótesis del teorema, tal punto tiene que porte- 
necer a E. Hemos logado a nna contradicción con el hecho de que 
este punto pertenece a £,. De esta contradicción se deduce que el 
teorema es justo. 

Obsérvese que las condiciones del teorema se cumplen particn- 
Jarmente también cuando para cada punto zo € £ el entorno del 
mismo, de radio d (24), igual a la distancia desde 2, hasta la frontera 
del recinto G, también pertenece a Е. En efccto. sea z, un punto de 
acumulación de Æ y sea d (2) su distancia hasta la frontera del 
'recinto G. Entonces, para el punto 2, € E. situado en el círculo 


[аа E, la distancia d (ду) hasta la Frontera del recinto G 


será mayor que ©, y por consiguiente, ol círculo |z — zo |< 


< d (20), que por la hipótesis pertenece a Æ, contendrá al punto 21. 
Así, pues, todo punto z, € G, que es de acumulación para E, perte- 
nece a Æ. Por lo tauto, se cumplen Јаз condiciones del teorema, 
у Ё = С. 

d Lema де Heine—Borel. Sea F un conjunto cerrado 
y acolado, y sea {K} un sistema de círculos que cubren a F, en el sentido 
de que cada punto de F es interior al menos para uno de los círculos 
de К. En estas condiciones, existe un número finito de circulos 
KiKa, <<» Kn (n > 1), pertenecientes al sistema dado de сігсш 
que cubren a F. 

Demostremos esta proposición por reducción a lo absurdo. Sea 
D, un cuadrado con los lados paralelos a los ejes coordenados y con 
el centro eu el origen de coordenadas, que contenga al conjunto F- 
Los ejes coordenados dividen a éste en cuatro cuadrados iguales, 
que contienen en el interior y en los lados algunos subconjuntos 
del conjunto # (algunos de estos cuatro subconjuntos pueden ser 
vacios). Si el teorema [neso justo para cada uno de estos subconjuntos 
y cada uno de ollos se cubriese con un número finito de circulos del 
sistema (A). lo mismo sería cierto también para todo ol conjunto F. 
Por esto, negando la justeza del teorema para todo ol conjunto F, 
tenemos que negarla también al menos para ипо de Jos subconjuntos 
indicados del conjunto F. Sea Dz el cuadrado que contiene a este 
subconjuuto. Dividiéndolo en cuatro cuadrados iguales obtenemos 
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un nuevo cuadrado Юз que contiene algún subconjunto del conjun- 
to F y para el cual no se cumple el teorema. Reiterando indefini- 
damente estos razonamientos obtendremos una sucesión de cuadra- 
dos encajados: 


Di Di. DD сө 


las longitudes de cuyos lados, evidentemente, tienden a cero, y cada 
cuadrado contiene algún subconjunto del conjunto F, al cual no es 
aplicable el teorema que demostramos. 

Designemos соп $ el punto del plano al cual se ciñe la sucesión 
{Dn}. En virtud de que cada uno de estos cuadrados D, contiene 
un conjunto infinito de puntos de F (si hubiera un número finito 
de éstos hallaríamos inmediatamente un número finito do círculos 
dol sistema {К} que cubriría a este conjunto), E es un punto de 
acumulación de F. En efecto, cualquior entorno del mismo contiene 
todos los cuadrados, comenzando desde uno de ellos, y por consiguien- 
te, contiene un conjunto infinito de puntos de F. Como F es un 
conjunto cerrado, resulta que $ pertenece a // y, por lo tanto, según 
la hipótesis dol teorema, existe un círeulo del sistema {K} que con- 
tiene al punto 3. Este mismo círculo contione a todo cuadrado Dr 

yo subíndice п sea suficientemente grande, de donde resulta que 
contiene al subconjunto del conjunto F' que pertenece а Dn. Esto 
está en contradicción con la hipótesis, según la cual ninguno de los 
subconjuntos indicados puede cubrirse con un número finito de 
circulos del sistema {K}. Con esta contradicción se termina la 
demostración del teorema. 

Obsérvese que on las aplicacionos de esto teorema el sistema {К} 
consta generalmente de círculos con centros en puntos del conjunto 
F, es decir, de una colección de entornos de puntos de este conjunto. 
Naturalmente, para un sistema finito de entornos que cubren a #, 
solamente un número finito de puntos del conjunto ¥ estarán situa- 
dos en los centros de los ontornos; los demás puntos de /” estarán 
situados en los círculos Ki, . . -, Ka, Sin coincidir con sus centros. 


$ 5. EL INFINITO. PROYECCION ESTEREOGRAFICA 
Y PLANO AMPLIADO 


5.1. En la teoría de las funciones de variable compleja desem- 
peña un papel muy importante el infinito (co), que lo conside- 
raremos como un número complejo impropio. Para definir adecuada- 
mente este concepto introduciremos previamente una interpreta- 
ción de los números complejos que es muy natural en las cuestiones 
de carácter analítico. Examinemos, con este fin, todas las sucesio- 
nes convergentes posibles de números complejos y distri buyámoslas 
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en clases, colocando dos sucesiones en una misma clase cuando, 
y sólo cuando, sus límites son iguales. 

Esta clase la designaremos con el símbolo œ, donde о es el número 
complejo hacia el cual convergen todas las sucesiones de la clase, 
y la llamaremos número complejo p ro pio. En lo que se refiere 
a cada una de las sucesiones que convergen hacia a, diremos que 
ella pertenece а а (sobreentendiéndose que с es una clase de 
sucesiones). 

Si æ y В son dos clases (distintas o iguales) y {un} y {vun} son dos 
sucesiones perteneciontes а с у f, respectivamente, de modo que 


lim un =Q y lim v, = В, entonces las sucesiones {un + Va}, (Un — Un), 
Toreo поо 


{шз} y {2} (en esta última se supone que B0 y que todos los 
números о, 0) convergen hacia los números œ + Б, a. — B, о: 
y $ , respectivamente, os decir, pertenecen a las clases designadas por 


los mismos símbolos. Tomando en lugar de (u,) y {va} otras suce- 
siones {uh} Eœ у {va} ЄВ, obtenemos de nuevo que 


(ao) caró (uvean y (E) ep 


O sea, las sucesiones que sc obtienen al efectuar una operación 
algebraica sobre los términos de unas sucesiones arbitrarias de dos 
clases dadas с у В, pertenecen a una clase determinada, respectiva- 


mente: © -+ В, a — P, a -P y $ Por esto, resulta natural denominar 


a estas últimas clases suma, resta, producto y cociente de las cla- 
ses œ y В. Evidentemente, con tal definición, el conjunto do todas 
las clases representa un campo (о cuerpo Фюшшашүо, que es iso- 
morfo al campo de los números complejos: se obtione el isomorfismo 
poniendo en correspondencia a la clase de todas las sucesiones conver- 
gentes hacia œ, el número mismo æ. Hemos obtenido la representa- 
ción que necesitábamos del campo de los números complejos: el 
número complejo о. puede interpretarse como la clase de todas las suce- 
siones que convergen hacia ®. 

Para representar geométricamente a las clases usaremos como 
antes los puntos del plano. Una sucesión de números complejos 
йм) pertenece a la clase ® cuando, y sólo cuando, el (único) punto 

le acumulación do la sucesión de puntos que representan los núme- 
105 un, coincide con с. Ahora construiremos el conjunto ampliado 
de números complejos adjuntando a los números comple- 
jos propios (a las clases de sucesiones convergentes) un 
número impropio: una nueva clase de sucesiones. Pre- 
cisando, reuniremos en una clase todas aquellas sucesiones (un) de 
números complejos, para cada una de las cuales y para cualquier 
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positivo M > 0 se puede señalar un N tal (dependiente de la suce- 
sión y del húmero M), que | un | >M para n >N. A oste clase 
la llamaremos número complejo impropio o in- 
finito y la designaremos con el símbolo оо. En lo que se refiere 
a cada una de las sucesiones (un) que pertenecen al mismo, se dirá 


que converge hacia el infinito y escribiremos: lim и, = оо 
пе 


Análogamente al modo con que se introdujeron las operaciones 
sobre los números complejos propios, se pueden establecer también 
las oporaciones para el conjunto ampliado de números complej 
Supongamos de nuevo que сг, Б son dos clases (propias o impropias) 
y que {un}, {vn} son unas sucesiones cualesquiera pertenecientes 
а ellas. Si la sucesión {un + Va} pertenece a cierta clase y de nuestro 
conjunto ampliado, y el cambio de (u,) € a y {vn} Є В por cuales- 
quiera otras sucesiones (ил) E a y {vh} € B no influye en ol resul- 
tado, es decir, {un + vh} pertonece, igual que anteriormente, a la 
clase y, entonces y se Пата suma de æ y В: у = а + P. Pero si 
no existe en general una clase a la que podría pertenecer la sucesión 
{un «+ va), o si esta clase puede variar al sustituir {un} por {un} 
y {Vn} por {va}, entonces se dirá que æ y Б no tienen suma, os decir, 
que la expresión с +P caroce de sentido. Evidentemente, el concepto 
do suma introducido de este modo para el conjunto ampliado de 
números complejos concuerda con el anterior. cuando a y В eran 
números propios (en esto caso, siempro existe la suma), Si al monos una 
de las clases œ y В es impropia, llegamos a los siguientes resultados: 

1) a + оо = оо + a = оо (2 es un número propio), la expre- 
sión оо + оо carece de sentido. 

Para convencerse de lo último os suficiente tomar, por ejemplo, 
dos sucesiones de la clase оо: 1, 3, 3, 5, 5, 7, 7, 9, 9... 
1, —2, —3, —6, —7. —8, —9, ... Sumándolas t 
mino a término, obtenemos la sucesión 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 


рог ара 


que, evidentomente, по pertenece a ninguna clase propia y tampoco 
a la clase impropia. 

Del mismo modo se consideran las otras operaciones también: la 
rosta, multiplicación y división de las clases œ y В. Lo único que еп 
el caso de la división hay que exigir es que sean distintos de cero 


los términos de la sucesión que figura como divi: 
Se obtienen los siguientes resultados: 
2) a — оо = оо — @ = оо (a es un número propio), la expre- 
sión оо — оо carece de sentido; 
3) о-оо = оо-® = оо (т es un número propio, distinto de 
сего), 00-00 = оо 
4) Ž = 0, © = оо (0 оз un número propio), la expres 
carece de sentido; 


юг. 
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5 Ў = оо (о ез un número propio, distinto de cero), la expresión 


£ carece do sentido. 


5.2. Como observó por primera vez Riemann, para la represen- 
tación goométrica del conjunto ampliado de los números complojos 
es conveniente emplear la esfera. Consideremos alguna esfera 5 de 
radio 1 y un plano П que pase por su centro O (fig. 6). Tomando en 11 
un sistema de coordenadas rectangulares xy con el origen en O, se 
pueden representar todos los números complejos propios en el pla- 
no П. A cada uno de ellos ponemos en correspondencia un punto 


РІС. 6 


determinado de la esfera. Con este fin, trazamos por O un diámetro 
PP" perpendicular al plano П y unimos uno de sus extremos /’ 
un punto arbitrario A Є П mediante un segmento recto. Este 
mento (o su continuación) se cortará con la esfera en cier 
A”, distinto do P. Al punto А ponemos en correspondencia 
punto de la esfera. Evidentemente, de este modo se establece una 
correspondencia biunívoca entre los puntos del plano y todos los 
puntos de la esfera (a excepción del punto P). Este método de 
hacer corresponder a los puntos del plano los de la esfera, se donomi- 
na ргоуоссібп estercográfica (de la oslera sobre el plano 
o del plano sobre la esfera). Si el punto A representaba en el plano 
un número complejo determinado с, aquí consideraremos а su 
punto correspondiente A” de la esfera como la imagen del mismo 
número complojo. 
Para mayor facilidad en la expresión emplearemos la termino- 
logía geográfica, donominando ecuador de la esfera a la circunferen- 
cia obtenida en la intersección de la esfera $ con el plano П; los 
puntos Р y P’ se llamarán polo norte y polo sur, respectivamente; 
los círculos máximos que pasan por los puntos P y Р” se llamarán 


7 CAP. І CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


meridianos y, en particular, el meridiano situado en el plano /0x 
so llamará meridiano inicial, etc. Entonces, fácilmente se observa 
que los puntos del plano П situados dentro de Ja circunferencia 
unidad (la cual coincide con el ecuador), se reprosontan en la esfera 
por puntos del hemisferio sur (el cual contiene a P’), mientras que 
los puntos situados fuera de la circunferencia unidad se representan 
por puntos del hemisferio norto (el cual contiene a P). Del mismo 
modo, los puntos del somiplano superior (y > 0) so representan por 


FIG. 7 


puntos del hemisferio oriental (con el cual so corta el semieje posi- 

tivo Оу), mientras que los puntos del semiplano inferior (y << 0) 

se representan por puntos del hemisferio occidental, etc. 
Introduzcamos en 5 las coordenadas osféricas (geográficas): 


la latitud p, que se mide desde el ecuador, desde 0 hasta F 
л 


5 en el hemisforio sur, y la 


al (o con más 


en el hemisferio norte y desdo Ò hasta — 


itud A, que se mide desde el meridiano ¡ni 
р! ба, desde su punto de intersección con el semieje posilivo г) 
on dirección positiva desde 0 hasta a (inclusive) у en dirección 
negativa desde 0 hasta —a (exclusive). 

De la fig. 7 se deduce que en la proyección estercográfica 


argz= y | 


Por consiguiente, el punto de la esfera de coordenadas A у Ф repre- 
senta al número complejo 


z (4 b$) (eos A+ Esen A). (5.2:1) 
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Recíprocamente: el número complejo = == 0 se representa por 
el punto de la esfera de coordenadas 2 = argz ур= 
=2 аго] =f. 

Señalemos también las fórmulas que relacionan las coordenadas 
cartesianas de los puntos de la esfera A’ (E, n, E) y los puntos del 
plano А (x, y, 0) en la proyección estereográlica. 

Como 


Е = cos p- cos À, q= соз ф. вет\ А, {= seng 


у 
(A) м. 
л 2121 
cos ф = зеп (+ TIGR’ 
G ) тне ( e (2+{) LEJE; 
1- (+2) 
Э л á 1212—1 
зепф-= —соз (Ф) = — = , 
(т ) e ($ +2) 127% 
se tiene 
q h 2: 
снес = ИДЕ тте 
„ _ 2lzlsena 2 5.2.2 
= сазрева = а У, 6.22) 
Б 
а+и+1 


Por otra parte, 


4 +44 
«tg (7-4) (cosh--isemd)= жег (60824 {зеп д) = 
2 
cos sen E 
= 1—1 (osh isen A) = тс (eos) l-¿send)= 


de donde 


z= ч 


кеу 


Las fórmulas obtenidas resuelven por completo el problema do 
la proyección estereográfica. 

Do ellas, en particular, se deduce la propiedad homo- 
cíclica de la proyección ostereográfica: en esta proyección, 
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a las circunferencias de la superficie de la esfera corresponden en el 
plano también circunferencias o rectas (estas últimas corresponden 
а las circunforencias de la esfera que pasan por su polo norte). En 
efecto, cualquier circunferencia de la озїега 5 se obtiene en la inter- 
sección de 5 con cierto plano 


AB Вус р 0. ‚ (5.24) 


De aquí, en virtud do las fórmulas (5.2:2) se deduce que los pun- 
tos correspondientes del plano satisfacen a la ecuación 


Art Bytt (CHD (2 y) EF(D—=C)=0. (5-25) 


Esta última os la ecuación 80 una circunferencia si С + D æ 0 
y la ecuación de una recta зі С + D = 0. Pero С + D es el resultado 
de sustituir en el sogundo mbro de Ја ecuación (5,2:4) las coorde- 
nadas del polo norte (0, 0, 1). Así, pues, en el plano П se obtiene una 
recta o una circunferencia, según que pase рог el polo norte o до la 
circunferoncia de la esfera. 

Soñalemos, en particular, que cuando el plano (5.2:4) sen parale- 
lo al plano del ecuador, es decir, cuando la circunferencia de la 
esfera sea uno de los paralelos, entonces A = B = 0 y en el plano 
resulta una cirennferencia con el centro en el origen de coordenadas; 


(С ~D) (2% y?) CD. 


Si el plano (5.2:4) pasa por el ејо PP’, es decir, si la circunferencia 
do la esfera os uno de los meridianos, entonces С = D U y en el 
plano resulta una recta que pasa por el origen de coordonadas: 


Ax By =0. 


Claro, estos resultados podrían observarse también partiendo 
cctamente de la dofinición de proyección estereográfica. 

wda circunferencia y de la superficie de la esfera. que no paso 
por un punto dado W’ de la esfera, divide la esfera en dos parles, 
una de las cuales contiene a W’ y la otra no lo contiene; a la primera 
de ellas la llamaremos entorno del punto 47”. 

Una vez definido el concepto de entorno de un punto de la esfera, 
se puede generalizar inmediatamente el concepto de punto de acumu- 

бп, de conjunto cerrado y abierto, de curva continua. de recinto, 
etc, para los conjuntos de puntos considerados en S. 

Por ejemplo: un ponio de la esfera se llamará punto de acumula- 
ción de un conjunto dado Æ cuando, y sólo cuando, cualquier entorno 
del mismo contiene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a E. 
Respecto de cada torna de funciones reales 5 = Ф (0, т =P (0, 
= (0) del parámetro real ż, definidas y continuas en un seg- 
mento a< t <b, que cumplen además la condición Іф (91° + 
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+ Ip (9122 Tx (012—1, se dirá que ésta determina una curva conti- 
nua (esférica), ote. 

Consideremos una sucesión de números complejos (u,), conver- 
gente hacia el número æ (propio), el cual es cl afijo del punto A. 
Si los números и, son los afijos de los puntos U,, entonces A es un 
punto de acumulación de la sucesión {0,} (y además el único). 
Fácilmente se observa que el punto A”, que representa еп la esfera el 
punto æ, cs también un punto de acumulación (y además, el único) 
de la sucesión de puntos de la esfera Un, que representan los númo- 
TOS ни. 

Supongamos ahora que la sucesión de números complejos (vn) 
pertenece а la clase impropia со. Entonces, para cualquier M > 0 
los puntos У„, que representan a los números o, en el plano, comen- 
zando desde cierto subíndico n > №. estarán situados fuera del 
círculo de radio W. Los puntos correspondientes Vi de la esfera so 
situarán en el entorno dol polo norte, limitado por el paralelo cuya 
proyección sobre el plano es la circunferencia |z | = М. Do aquí 
se deduce que el polo norte será el único punto de acumulación 
para enalquior sucesión de imágenes de puntos, que portenezca a Ја 
clase impropia. 

Recíprocamento: toda sucesión de puntos de la esfera, para la 
cual el polo norte sca el único punto de acumulación, representa 
cierta sucesión de la clase impropia. Por cierto. todo esto se deduco 
de la relación (5.2:1) hallada anterio: х 


ente: |z] = tg (5 кї) ә 
En efocto, para la sucesión (2) la relación 


lim] 3, |= + оо 


es equivalente a la relación 
ч! 


ШИЛ 


lo a esto, aquí consideraremos e 1 polo norte 
de la esfera como la imagen geométrica 
del número impropio oo. 

5.3. Ya vimos que mediante la proyección estereográfica se 
obtiene una representación binnívoca (o aplicación biyectiva) y con- 
tinua de la esfera, a excepción del polo norte, sobre todo el plano *), 
de modo que la esfera puede servir para representar los números 
complejos propios igual que el plano. La existencia en la osfera 


*) Es decir, que a cada sucesión de puntos de la esfera, convergente hacia 
sl punto 4”, distinto éste del polo norte, corresponde en el plano чпа sucesión 
do puntos, convergente hacia el punto A, que es la proyección de A”, y viceversa. 
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de un punto más, precisamente del polo, que representa naturalmente 
al número complejo impropio, permite considerar a la esfera como 
un modelo de plano ampliado, obtenido del plano 
finito u ordinario mediante la adjunción de un punto más: 
del punto im propio о punto del infinito. A continuación, efec- 
tuando la proyección estereográfica, representaremos el plano 
ampliado (la esfera) en forma de un plano finito, completándolo 
mentalmente con un punto impropio: con el punto del infinito del 
plano. En este caso, el entorno del punto del infinito se representará 
por el exterior de un círculo arbitrario, por ejemplo, de un circulo 
con centro en el origen de coordenadas. 

Obsérvese que no se debe confundir el plano ampliado con el 
plano proyectivo que se obtiene del plano finito por 
adjunción de un conjunto infinito de puntos impropios que forman 
una recta impropia. Para construir un modelo de plano proyectivo, 
es suficiente tomar una esfera que sea tangente al plano en el polo 
sur. Proyectando sobre el plano, desde el centro de la esfera, los 
puntos del hemisferio sur, se establece una correspondencia biuní- 
voca y continua entre todos los puntos del plano y los puntos dol 
hemisferio sur (excluyendo de este último los puntos del ecuador). 
A cada recta del plano le corresponderá en el hemisterio la mitad 
de un círculo máximo; al conjunto de rectas paralelas entre sí, le 
corresponderá el conjunto de mitades de los círculos máximos que 
pasan por un mismo par de puntos diametralmente opuestos del 
ecuador. Este par de puntos se considera como 1а imagen de un 
punto del infinito del plano proyectivo, que es común para todas 
las rectas que llevan la misma dirección. 

A todos los puntos del infinito posibles del plano proyectivo 
les corresponderá el conjunto de todos los pares de puntos diametral- 
mente opuestos del ecuador. Este conjunto se considera como la 
imagen de la recta del infinito. м 

Por lo tanto, el modelo del plano proyectivo se obtiene del hemis- 
forio identificando cada par de puntos diametralmente opuestos 
del ecuador. 

Señalemos que en el plano ampliado cualquier sucesión de puntos 
posce al menos un punto de acumulación. En electo, si la sucesión 
está acotada, la existencia de un punto de acumulación se deduce del 
teorema de Bolzano-Weierstrass. Si no cs acotada, el exterior de 
cualquier círculo, es decir, cualquier entorno del punto del infinito, 
contiene un conjunto infinito de términos de la sucesión. De aquí se 
doduce que el punto del infinito es un punto de acumulación para 
cada sucesión no acotada. 

En resumen, en el plano ordinario existen sucesiones que carecen 
de puntos de acumulación, mientras que en el plano ampliado (en 
la esfera) cualquier sucesión posee un punto de acumulación. Esta 
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circunstancia se expresa diciendo que el plano no os compac- 
to y que el plano ampliado es compacto. 

Generalizando el concepto de límite, llamaremos convergente 
a cualquier sucesión de puntos del plano ampliado que contenga 
solamente un punto de acumulación. Este último se llamará límite 
de la sucesión. 

Si G es un conjunto infinito no acotado del plano ampliado, el 
punto del infinito será un punto de acumulación para el mismo. 
Debido a esto, el conjunto G no puede ser cerrado si a él no perteneco 
el punto оо. 

Por ejemplo, el conjunto 1, 2, ..., п, ... no es cerrado on ol 
plano ampliado, mientras que en el plano finito es cerrado. 

Si G es un recinto no acotado, el punto оо puede ser o punto fron- 
tera, o punto interior al mismo. Como ejemplos del primer caso 
se pueden señalar: un semiplano, un ángulo, cualquiera de Jos dos 
recintos limitados por una parábola o por una de las ramas de una 
hipérbola, una franja o una semifranja, eto. 

En el segundo caso tiene que existir un entorno del punto оо 
que pertenezca al recinto y, por consiguiente, que no contenga puntos 
frontera del recinto G. Por lo tanto, en este caso, la frontera del 
recinto G es un conjunto acotado. Puede servir de ejemplo el exte- 
rior G de cualquier curva de Jordan Г, por ejemplo de una cireun- 
ferencia, añadiendo también a G el to оо. Si esto último no se 
hiciese, resultaría otro recinto G’, cuya frontera constaría de la 
curva Г y dol punto aislado del infinito. 

La definición de orden de conexión de un recinto en cl plano 
ampliado se introduce independientemente de que el recinto sea 
acotado о no. Así, pues, un recinto С se llama simplemente conoxo 
en el plano ampliado, si sn frontera es un continuo. Esta definición 
concuerda con la anterior (pág. 61) en el caso de un recinto acotado. 
También concuerda con la definición generalizada dada en la pág. 64 
puesto que la frontera de un зетіріапо, de un ángulo, de una franja, 
etc, representa nn continuo del plano ampliado. No obstante, en el 
caso del exterior G de una curva de Jordan Г, la nueva definición 
da lugar a otro resultado. Precisamente, el exterior mencionado 
(si se le añade el punto del infinito) es un recinto simplemente cone- 
xo del plano ampliado. 

Los recintos que no son simplemente conexos los llamaremos múl- 
tiplemente conexos. Por ejemplo, excluyendo del exterior G de una 
curva de Jordan Г el punto co, obtenemos un recinto múltiplemente 
conexo @'. Si la frontera del recinto G puede representarse en forma 
de un número finito p de continuos, que carecen de puntos comunes 
dos a dos, entonces se dice que G es de conexión finita, precisamente, 
de conexión de orden р. Por ejemplo, el exterior de un círculo del 
cual so ha excluido el punto del infinito, es un recinto conexo de 
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segundo orden. Si la frontera de G no puede agotarse con un número 
finito de continuos que carezcan de puntos comunes dos a dos, enton- 
сев se dice que el recinto G es de conexión infinita. 

Se puede demostrar que la definición admitida de recinto simple- 
mente conexo del plano ampliado es equivalente a la siguiento: 

Un recinto G se llama simplemente conexo, si para cualquier 
curva corrada de Jordan ү, perteneciente а G. el interior о el exte- 
rior de y pertenece a б. 

La demostración de la equivalencia de una y otra definición 
dejamos a cuenta dol lector. 

El concepto introducido de punto del infinito permite generalizar 
un poco el concepto do función de variable compleja. Precisamente 
ahora el punto del infinito puede estar incluido en el conjunto de 
valores del argumento o en el conjunto de valores de la función, 
o bien, finalmente, en uno y en otro. 

Debido a esto se puede hablar del valor de la función en el punto 
del infinito (este valor mismo puede ser finito o infinito) o del valor 
infinito de la función en un punto finito. El motivo de tal generali- 
zación del concepto do función so basa en la continuidad, Adomás, 
admitimos la siguiente generalización del concepto do límite para 
los casos en los cuales el punto zp o el Jímite A, о hien, finalmente, 
zo y А, son impropios: 


limf()=4, 


si para cualquier sucesión (2h), convergente hacia д, se tiene: 


1) = А. 


La función se Hama continua en el punto zo (en sentido 
generalizado) si 

lim f (2) =f (20). 

кэ 

Hay dos casos fundamentales en los que es conveniente introdu- 
cir los valores impropios del argumento o de la función. 

1) Si la fune f (2) está definida en un conjunto Ё para el 
enal cl punto del infinito e punto de acumulación, y f (2) en 
el conjunto Ё tiende а un límite determinado А (finito n inlínito) 
cuando z tiende al infinito, entonces es conveniente generalizar 
también la definición de f (z) para el punto del infinito haciendo 
f (00) = А 


por ejemplo, si / (2) es una lu 


ón racional 


jatet (an 0, Бей), 
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entonces existe el límite: lim f(z), igual a 0, si m>na, igual 
ез 


a se, si m=n, y finalmente, igual а оо, si m<n. De acuerdo 
т 


а esto, hacemos: 


2) Si la función / (2) está definida en un conjunto Æ, para el 
cual zp es па punto de acumulación, y / (2) tiende hacia оо cuando 
el punto 2 del conjunto Æ tiende hacia Zo, entonces es conveniente 
genoralizar también la dofinición de f (2) para el punto 20, haciendo 
Í (ш) = оо. 

\ Así, si д0 ез un cero del polinomio do + biz 4 

mn cero del polinomio ао l mz... -7 4,2", entonces f (2) = 

= pititi tiende hacia оо cuando z— zo, lo cual sirve 
de base para hacer f (д) = оо. 

En virtud de la definición adwitida, la función f (2) osc o n t i - 
nua on el sentido general en cada uno de estos 
casos en el punto correspondiente: en el primer caso, en el punto 
z= оо y en el segundo, en el punto 20. 

5.4. Demostremos que en la proyección esterengráfica los ángulos 
entre las curvas de la esfera son iguales a los ángulos entre sus imágenes 
en el plano. Sca М; (Eo, о. Lo) un punto cualquiera de la esfera 
(distinto del polo norte) y y”, una curva continua que pase por el 
punto М, y que tenga tangente en el mismo. Esto significa que 
entre las distintas representaciones paramétricas de la curva ү 
existe una 

=ф(, n= P(0, 6—00) (le WPH- 1), 
tal quo las funciones q, y y у son diferenciables рага ё -to y 

1Ф' (D1? i y (01° — 07 (01° == 0. 


La imagen del punto М; en la proyección estercográfica s 
el punto del plano Mo (20, Yo, 20) y la imagen de la cueva y”, 
curva y: 


‚2 Baz" y no ев 


ч Т] 
= 110 
Para los números 2' (4) y y' (to) que caracterizan Ja dirección 
de la tangente en el punto Mo, se tiene: 
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‚э ут — EE) U— Lol? + 2 Eo Hn: (1 — Lo) te"? GE 
AOS AE £ 


Pero 
&+%=1—& y E + mn = — Lol; 
por consiguiente, 
napra 1+ ҮЗ 002-02 (o E E _ 
шышы aa = 
MEA A a kaal e 
a UE =a 
Considerando ahora]dos curvas ү' y y; que pasen por el punto 
М; de la esfera y sus imágenes y y үү en el plano, que pasan por el 
punto Mo, para el cosono del ángulo a entre las curvas y y y, en ol 
punto Mo hallamos: 
A 780809 
ова a ушу? 
ЫЕ (1— o) + kitol +l (180) mul Ini (42) Him) „ 
A VA УЕ G 
Ел) Ato) + ok’ non’) ti 
пр УЕ i 


p itnn E U + EG iD, 
а VEFE FA VEM Hi 

Pero 24-2 =1— 0, E +n = — 067 y del mismo modo, 

EE nmi = — 


por lo tanto 
Gjiri 62-00 
a-o Ут VET 


үт Teosa. 
VAR VETO 


Aquí, evidentemente, @' es el ángulo entre las curvas esféricas 
yı y Y, еп el punto M,. Con esto queda demostrado lo que se afirmaba. 

La representación (o aplicación) de una superficie (о de un recinto 
sobre una superficie) sobre otra so llama conforme si en ella 
no varían (se conservan) los ángulos entre las curvas. Se puede decir 
ahora que la proyección estereográfica de la esfera sobre el plano es una 
representación. (o aplicación) conforme. 

La proposición demostrada permite sustituir la medición de los 
ángulos entro las curvas de la esfera por la medición de los ángulos 
entre sus imágones en el plano, y viceversa. Consideremos, en parti- 


соя о 
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eular, los ángulos formados por las curvas que pasan por el punto 
del infinito. En el plano, tales curvas (curvas continuas 
del plano ampliado) se representan en forma de proyec- 
ciones de las curvas esféricas que pasan por el polo norte. 

Si £ = q (i), n = Y} (0, E = 7 (0). a < t < b, son las ecuaciones 
paramétricas de una curva continua y de la esfera, la ecuación de 
su proyección T tendrá la forma 


=". POH 
— A 16: 


La función f (£) está definida y es continua para todos los valores 
de 2 del segmento la, bl, a excepción de aquellos valores t = т 
para los cuales х (t) = 1 (y, por consiguiente, [q (2)? + ly (912 = 
= 4 — 1% (9 = 0, o sea, ẹ (t) =p (t) = 0). Pero, cuando ¿> т, 
el punto de la curva y tiendo hacia el polo norte y, por lo tanto, 
f (6) > œ. Debido a esto, se puede definir f (t) en todo el segmento 
[a, b], conservando la continuidad (en el sentido generalizado), 
haciendo f (т) = оо. 

Supongamos que, en general, se tiene alguna función z = F (t), 
definida y continua en el sentido generalizado en el segmento la, b] 
(que ahora puede ser infinito hacia uno o hacia ambos lados). En- 
tonces, las coordenadas (Е, n, £) de los puntos de la esfera quo se 
proyectan sobre z = F (t) serán, evidentemente, funciones de #, 
definidas y continuas on [а, b] en sentido ordinario (si el segmento 
es infinito, por ejemplo, b = оо, estas funciones tendrán unos límites 
determinados cuando ż¿— оо; pasando а otro parámetro: ' = 

arctg t, podemos reducir el problema al caso de un segmento 
inito). De aquí se deduce que toda función z = Е (t), definida у 
continua en sentido generalizado en un segmento la, b], determina 
una curva continua en el plano ampliado. 

Puedon servir de ejemplos: la recta 2 = (ut + В) + 1 (yt + б), 
donde a? + y? = 0 y la función z se hace igual a оо рага ё = оо; la 
parábola, por ejemplo, z= af + ft + y) + i (òf + e), donde 
a? + ò? 0 y la función z se hace igual a оо рага t = оо; la hipér- 
bola (por ejemplo, z= o , donde a 5 0, b + 0, y la 
función se hace igual a оо para t = + 1), ete. 

Dos curvas planas Гү y Гь forman un ángulo соп el vértice en el 
punto del infinito, si las curvas Гү y T, que les corresponden en la 
esfera (Гу y T'a son las proyecciones estereográficas de Г, y Г;) forman 
un ángulo en el polo norte (es decir, poseen tangentes en este punto). 
Por definición, el valor de este último ángulo se toma por valor del 
ángulo entre las curvas Гү y Ta en el punto del infinito. 

Consideremos, en particular, dos rayos rectilíneos Г, y Г; que 
partan de па punto Mo del plano bajo un ángulo а. А ellos, en la 
61100 
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esfera, les corresponderán, dos arcos de circunferencias Г; y Г;, 
que unen el punto M, de la esfera con el polo norte P. Según lo 
demostrado оп el presente apartado, Г; y Г; forman en el punto M, 
un ángulo igual a æ; pero, en virtud de las conocidas propiedades 
de la esfera, Г; y Г; tienen que formar el mismo ángulo en el pun- 
to P, es decir, ol ángulo a. De aquí se deduce que los rayos Г, y Pz 
también forman en el punto del infinito un ángulo igual a а. 

Tomemos ahora por Г, у Г. dos rectas paralelas; en la esfera 
a ellas les corresponderán dos circunferencias Г; у Г; que pasan por 
P y que poseen aquí tangente común. De acuerdo a esto, el ángulo 
entro T; у Г;, y por consiguiente, también entre T; y Г; será igual 
a сего. 

El lector tiene que acostumbrarse a considerar la parte del plano 
comprendida entre dos rayos rectilíneos (un ángulo) o entro rectas 
paralelas (una franja) como un biángulo con dos ángulos iguales. 
Uno de los vértices de este biángulo (en el caso del ángulo) o ambos 
(en el caso de la franja) están situados en el punto del infinito. 

5.5. A las transformaciones elementales de la esfera en sí misma, 
mediante la proyección estereográfica, les correspondon ciertas 
transformaciones del plano en sí mismo. Hagamos girar la esfera 
en el ángulo л alrededor del diámetro que llova la dirección del eje z. 
Entonces, el hemisferio norte pasará al sur y el sur al norte; en 
particular, зе cambiarán de sitio los polos norte y sur, es decir, los 
puntos que representan al оо y al 0. Además, se cambiarán de sitio 
los hemisferios occidental y oriental. El ecuador y el meridiano 
coro se quedarán en sus sitios. De todo esto se doduco que la trans- 
formación considerada de la esfera es equivalente a la siguiente 
transformación de las coordenadas esféricas: 


ф se sustituye por —Q, 
à se sustituye рог — A. 


Veamos cuál es la transformación del plano que corcesponde а 
esta transformación de la esfera. Sustituyendo en la fórmula (5.2: 1) 
Фф y À por —p y —?, en lugar do z obtenemos el nuevo punto: 


1 
ч (2+9) (cos А-1 sen А) 


t=tg (9—56) (сов ізеп л) = t 


Por lo tanto, a la rotación de la esfera en el ángulo л alre- 
dedor del eje real le corresponde la transformación del plano 
expresada por la ecuación 


1 
z 
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En este caso, el exterior de Ja circunferencia unidad (correspon 
diente al hemisferio norte) se transformará en el interior de la misma 
(correspondiente al hemisferio sur). Los semiplanos superior о 
inferior (correspondientes a los hemisferios occidental y oriental) 
también se cambian de si La circunferencia unidad (imagon del 
ecuador) y la parte posil del eje real (imagen del meridiano 
cero) se transforman en sí mismos. 

Es de particular importancia el hecho de que en la transforma- 
ción indicada so cambian de lugar el origen de coordenadas y el 
punto del infinito, que representan las imágenes de los polos sur 
y norte. También se cambian de hugar los entornos do estos puntos. 
Lo expuesto concuerda con las conocidas igualdades, referentes al 
número complojo impropio оо: 

1 1 
о = 7. 0= =. 
Estas expresan la correspondencia existente entre los puntos 0 y оо 
del plano ampliado, establecida medianto la transformación = 


Esta última transformación se emplea constantemente en todas las 
cuestiones en Jas que figura el punto del infinito. Ella reduce ol 
estudio de este último punto y de cualquier entorno del mismo al 
estudio del punto cero y de su entorno correspondiente, 
Obsérvese que como la proyección ostereográfica es conforme у 


poseo la propiedad homocíclica, la transformación E = £ también 


es conforme y posee tambión la propiedad homocíclica. Comprobemos 
la primera afirmación. 

Si y os una cireunforencia cualquiora o una recta del plano z, 
la circunferencia de la esfera que le corresponde en la proyección 
oslereográfica, después de haber realizado la rotación considerada 
de la esfera, se transformará también en una circunferencia. Pero 
a osta última en Ja proyección estercográfica le correspondo en el 
plano una circunferencia о una recta y’. Esta es precisamente la 


imagen de la línea y en la transformación $ = $. Por cierto, la 


propiedad homocíclica de la última transformación se expresa en 
que las imágenos de las rectas y circunferencias en esta transfor- 
mación son también rectas o circunferencias. De un modo semejante 
se comprucba también que la transformación £ = 1. es conforme. 


Señalemos que ambas propiedades indicadas se establecerán para 
unas transformaciones más generales en los apartados 2.3— 2.4 y 4.3 
del sogundo capítulo, sin aplicar la proyección estercográfica. 

5.6. Consideremos de nuevo la definición de ángulo con el vér- 
tico en el punto del infinito. En lugar de la definición formulada 
al final del apartado 5.4, se puede dar otra equivalente. 


6r 
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Sean Г, y Г» dos curvas continuas del plano ampliado que pasen 
por el punto del infinito y que formen en el mismo un ángulo о. 
Según el apartado 5.4, esto significa que Г, y Г son las proyecciones 
estereográficas de unas curvas continuas y, y ү; de la esfera, que 
pasan por el polo norte y forman en el mismo el ángulo g. 

Haciendo girar Ja esfera en ol ángulo л alrededor del eje x, las 
curvas yı у Ya ве transforman en unas curvas nuevas ү, Y ү; que 
pasan por el polo sur de la esfera y que forman en él también el án- 
gulo о. Sus proyecciones estoreográficas sobre el plano serán unas 
curvas continuas Г; у Г; que forman en el origen de coordenadas 
(la proyección del polo sur) el ángulo œ. Pero, por otra parte, según 
lo expuesto anteriormente, las curvas Г; y T; pueden obtenerse de 


las curvas Гү y Гу mediante la transformación $ =+. De aquí se 


deduce que, si dos curvas Г, y Г. del plano ampliado forman un 
ángulo œ en el punto del infinito, entonces, sus imágenes T; у" Сз, 
obtonidas mediante la transformación $ = =, forman entre sí 
en el origen de coordenadas el mismo ángulo œ. 

Siguiendo nuestros razonamientos en orden inverso nos conven- 
cemos de que si se sabe que Г; y Г; forman en ol origen de coordenadas 
un ángulo о, de aquí se deduce que sus imágenes Y, y Г, en la trans- 
formación € = 2 forman también en el punto del infinito el án- 
gulo а. Por lo tanto, se puede sustituir la definición inicial de án- 
gulo con el vértice en el punto del infinito por la siguiente dofini- 
ción equivalente: so dico que las curvas continuas T; y Г; del plano 
ampliado, que pasan por el punto del infinito, forman en este punto 
un ángulo а cuando, y sólo cuando, las imágenes de estas curvas, 
obtenidas como resultado de la transformación ¿=2, forman 


en el origon de coordenadas el ángulo æ. 
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$ 1. LA DERIVADA. CONDICIONES 
DE D'ALEMBERT — EULER 


1,1. Sea f (2) una función de variable compleja, definida y uniforme 
en cierto conjunto Æ, y sea 2, algún punto de acumulación de este 
conjunto, perteneciente al mismo. Formemos la razón de diferencias 


1—7 69) 
z=% 


Evidentemente, ésta representa una función de z, definida para 
todos los puntos del conjunto Æ, distintos de zp. Si existe el 


límite 
lim Oteo 


zsm zE 27—10 


éste so llama derivada de la función ў (2 sobre 
el conjunto Zen el punto 2, y se designa mediante 
fe (o) о, más abreviadamente, J’ (zo). La función f (2) que posce 
derivada se llama derivable (o diferenciable) o 
monógenasobreelconjunto£ enel punto zo. 

En el caso particular, cuando E es un intervalo del eje real 
(finito o infinito), ў (z) es una función de la variable real z = z, que, 
on el caso general, toma valores complejos: f (2) = / (т) == q (2) + 
-+ ip (0). Si р (z) = 0, es decir, si los valores de f (z) también son 
reales, las detiniciones dadas de derivada y derivabilidad coinciden, 
evidentemente, con las definiciones ordinarias del cálculo dife- 


rencial. Siap (2) =£ 0, escribiendo инш enla forma 00008) ү. 
(EN) 


ASEE, еп virtud dol ap. 3.6 del primer capítulo, sacamos 
la conclusión de que la derivada f’ (т) existe cuando, y sólo cuando, 
existen las derivadas q” (х) y Y” (z); en esto caso, f’ (х) = y (2) + 
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+ ip! (2). Así, por ejemplo, si / (2) = a cos z + ib sen т, se tiene, 
е (x) = — ason y + ib cos z. 

Designando f (z) — f (д) mediante Af (2) (ol incremento de la 
función) y z — zp mediante Az (el incremento de la variable inde- 
pendiente), escribimos la condición de derivabilidad así: 

EEN (e (ën ^а), 
donde е (zo, Az) —> 0 рага Az—> 0 (z€ Е). De aquí se deduce que el 


incremento de una función derivable puede representarse en la 
forma: 


Aj (а) = А-Аз--є (ә, Az) Az (A=f (20) СЕЕ) 
donde А по depende de Az y e tiende а сего junto con Az. 
Rocíprocamente: toda función, para la cual el incremento puede 
representarse en la forma (1.4:1) соп las mismas condiciones ros- 
pecto de A y е (2, Az), es una función derivable y su derivada es 
igual a A. En efecto, de (1.1:1) se deduce que el límite 


lim 2002 (aro 2 268) 


aro 
existe y os igual a A. Por lo tanto, la representación del incremento 
de la función en Ja forma (1.4:1), donde А no depende de Az y e 
tiende a 0 junto con Az, es la condición necesaria y suficionte para 
la dorivabilidad do la función, Obsérvese que de (1.1:1) se deduco 
inmediatamente quo una función derivable en un punto zo € Ё es 
continua en este punto (sobre este conjunto). 

Designando Az medianto dz (diferencial de la variable indepen- 
dionte) y 4-Az = fi (20) de mediante df (2) = drf (2) (diforencial 
do la función), obtenemos para la derivada la siguiente expresión 
medianto diferenciales: 


(ы) = 2609. 


Aclaromos con un ejemplo el papel que desempeña en la defini- 
ción del concepto do derivabilidad el conjunto Æ sobre el cual se 
toma la derivada. Supongamos primero que Æ es el eje real y f (2) = 
= f (0) = т. Entonces, la derivada fg (х) existe para cualquier 
хЄЕ y os igual a uno, es decir, la función es derivable en todo el 
conjunto Æ. Prolonguemos ahora la función ў (т) a todo el plano 
complejo Ё, poniendo como antes f (2) = z. Evidentemente, esta 
función es continua para cualquier z y coincide con la función inicial 
cuando z € E (es decir, cuando y = 0). La razón de diferencias es 
aquí igual а: 
116) e—a) 
TN 
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Esta no tiene límite para z > Ze (Za es un punto arbitrario del plano), 
puesto que es igual a 0 cuando т = теу y + yo, y es igual a 1 cuando 
z zo у Y = Yo. Resumiendo, la función f (2) = = no es derivable 
sobre el plano en ningún punto. 

1.2. De la delinición de derivada y de las propiedades de los 
límites de las funciones de variable compleja se deduce que las 
reglas fundamentales, conocidas en el cálculo diferencial, son válidas 
también para las derivadas de las funciones de variables complejas 
sobre un conjunto. 

He aquí estas reglas: 


1. Si f (2) = с, entonces LLO 
CITO 

2. de e а * 

ә de 

з. 42-1. 


4 Hd 7а 0)... 7а (0) 0728004... ве), 
A AOA ROn 09 24+ 


+һ@һ@...Һһ(@ BAS HORD h BE. 


6. ҢӨ а 9 O. 6. peen, 


T. -$ (+++... ам?) 01420304 00 nana. 
dla (2) 


aro] 2042-10 
T [ 6) ] а MOP Ы 


Aquí se supone que todas las funciones f (2), Ji (2), fa (2), +. 
son dorivables en el punto dado z del conjunto Æ. En la regla 8, 
se oxige, además, que fz (2) sea distinta de cero. 

9. Regla de derivación de las funciones 
compuestas. Supongamos que la función ш = f (2) es deri- 
vable on un punto zp € Æ y que шо = f (žo) es un punto de acumu- 
lación para el conjunto de los valores que toma esta función en E. 
Consideremos una función Z = q (w), definida en F y derivable 
en cl punto wọ sobre este conjunto. Entonces, la función compuesta 
Z = q [f (2) es derivable en el punto zo sobre el conjunto Ё, y además, 


degli) _ drow) def (2) ы 
БЕ: ты ы aay 
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En efecto, supongamos primero que en cualquier entorno del 
punto ду existen puntos z € E, z 5 20, tales que f (2)= f (20) = Wo. 
Entonces existe una sucesión de puntos (z,) del conjunto Æ, conver- 
gente hacia zp y tal que f (Zn) = f (2) (л = 1, 2, ...). Para csta 
sucesión lim 07680) = 0 y como, por la hipótesis, existe la 
здела 3 
42100 lim 100—160 7 
Por lo tanto, el segundo miembro de la relación (1.2:1) es igual 
a cero, y es suficiente demostrar que también es igual а cero el 
primer miembro. 
Examinemos la relación de diferencias 


Ф 1 Ф 17 0)! 
2—15 2 


dorivada ésta tiene que ser igual a cero. 


ésta se anula para cada 2 = 20 tal que f (2) = f (20). Por consiguiente, 
es suficiente establecer que esta relación posoe un límite igual a cero 
para cualquier sucesión (23) — zo tal quo f (za) = шу эё шу. Pero 
entonces, 

PENZEN _ 9 (09) —9 wo) wair 


де == Ж 
(шл) Ф (шо) / (2) — / (0) 4 4 
Сиа EDIC, dopt deL 0 маз >ы 


Así, pues, bajo la hipótesis hecha, se cumple la relación (1.2:1). 

Supongamos ahora que existe un entorno del punto zo, en el 
cual f (2) = ш + шу para todos los puntos z pertenecientes а Æ. 
Entonces, tendremos: 

Ugl Фи) Ф tm) ww _ 
ши) h 

— 00) — q (шу) / (2) — 7 (50), arg) def (2) 
ШИГ] 22% dw de 


220 


para 2 > Zo, 


es decir, de nuevo obtenemos la relación (1.2:1). 

10. Regla de derivación de las funciones inversas. 
Supongamos que la función w = f (z) establece una corres- 
pondencia biunívoca entre los puntos de dos conjuntos E y F, y 
que la función inversa z == Фф (р) es continua en F. Entonces, si f (2) 
es derivable en el punto zy € Æ у /Е (Zo) + 0, la función inversa 
2 = q (ш) también será derivable еп el punto wo = f (zo) EF y 


‚ 1 
ФЕ (ич) = у 


En efecto, como la aplicación w= f(z) es biyectiva, se tiene, 
25 20 para 10 5 шо, por lo cual la relación de diferencias para la 
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función q (ш) se puede representar еп la forma 


фи) pwd z= _ 1 
LD ш—Шу' 
1—10 
у сото para ш > шо también z= ọ (w) —>2=0 (wo), se tiene: 
lim 900—900) a 1 En 1 Е: 
wno 000 иш 2290 Ti LOL 560° 
2-20 27—20 тъш —җ 


que ез lo que so quería demostrar. 
1.3. Aquí, fundamentalmente, estudiaremos las funciones deli- 
nidas en un recinto Ё = G y, en este caso, en lugar de fg (z) o de 


¿ELO escribiremos abroviadamente: /' (2) o 20. 

Sea f(z) = u (=, y) + iv (x, y); recordemos que una función 
de dos variables reales u (т, y) se llama diferenciable en el punto 
(со, Yo) del recinto de su definición, зі se cumple la relación: 


u (т, y) — u (о, Yo) == A (же, Yo) (E — 20) + В (Zo, Yo) (y — yo) + 
Her (a, Ys хо, Yo) (220) + €2 (ж, Y; Lo, Yo) (Y — Yo)» 
donde 


lim е, (2, у; Zo, Ио) = lim ез (2, у; Zo, Yo) = Ù. 

аео, узш жезл, узо 
Los coeficientes A (Zo, Yo) у В (Zo, Yo) del segundo miembro de 

la igualdad, son las derivadas parciales de la función u (z, y): 


AN ди (a y) 
A (zo Y) 020, (о о) y 
vcvo 

Demostromos la siguiente proposición importante: 

Teorema. Para que una función f (2) = u (x, y) + iv (£, y), 
definida en un recinto G, sea derivable en un punto z de este recinto 
como función de variable compleja, es necesario y Suficiente que las 
funciones u (z, y) y v (x, y) sean diferenciables en este mismo punto 
(como funciones de dos variables reales) y que, además, se cumplan en 
este punto las condiciones: 


ехо * 
= 


ди 
дт 


(1.3:1) 


Si se cumplen todas las condiciones del teorema, la derivada 
Y (2) puede expresarse en una de las siguientes formas: 


> ди дь _ дь ди _ ди _. ди до do p 
MEAR ARE ЧО) 
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Las condiciones (1.3:1) son de fundamental importancia en la 
teoría de las funciones analíticas y en las aplicaciones de esta teoría 
a los problemas de la mecánica y física. Estas se llaman condi- 
ciones (o ecuaciones) de Cauchy—Riemann. 

Es necosario señalar que esta denominación, universalmente ad- 
mitida en los libros de enseñanza y científicos, está injustificada 
desde el punto de vista histórico, puesto que las condiciones (1.3:1) 
se estudiaron ya en el siglo XVIII por D'Alembert y, fundamontal- 
mente, por Eulor, en los trabajos dedicados a la aplicación de las 
funciones de variable compleja a la hidromecánica (D'Alembert y 
Euler), cartografía y cálculo integral (Euler). Por lo tanto, sería 
justo cambiar la terminología corriente y llamar a las ecuaciones 
(1131) ecuaciones de D'Alembert—Euler. 

Veamos la demostración del teorema y demostremos primero 
que las condiciones del mismo son necesarias para la derivabilidad 
de la función f (2). 

En efecto, si f (z) es derivablo en el punto z dol recinto б, se 
tiene 

Af (2) = f’ (д) Az -+ âz, (1.3:3) 
donde 


Аа z= (r, — 2) +i (y —y)= Ar Hisy, 
Ауа) =} (01) —4 (3) = 
= [u (e, y) Шс, y+ 000 (ж, ys) —v (2, y) = Аи + tAv, 
Р (0) =a +ib, e= t + ien 


y в‹ y ез tienden a cero cuando Az y Ay tienden simultáneamente 
а сего. 


Separando en la relación (1.3:3) las partes real e imaginaria, 
tendremos: 
Au=aAx—bAy+e¡Az—ezAy, 
Ао = А2 4-алу-- е2 — ву. 
Como lim е, = lim е; = 0, de aquí resulta que: 
х, Дуно Ax, дуз 
1) las funciones u (2, y) y о (=, y) de dos variables reales = 
e y, son diferenciables en el punto (т, y); 
2) sus derivadas parciales en este punto son: 


дь 
ь -= 
y, por consiguiente, satisfacen a las condiciones: 
ĝu ðv ди до 


ay? Фу фт 
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Finalmente, рага f' (z) obtenemos: 
ON _ ди de _ дә, ди дши ‚ди Әр. әр 
PAX A бу a ti 
Así, pues, queda demostrado que las condiciones del teorema 
son necesarias. 
Demostremos que las condiciones del teorema son suficientes. 
Supongamos éstas cumplidas. Entonces 


Au= 2t Artar dy + ab aby, e 
А» =g Аа ge Ay HAr Baby, ; 


dondo о, о, В, у B: tienden а cero cuando Az у Ay tienden 
а cero. Además, 


Y, (1.3:5) 


Por consiguiente, 
Au=aAx—bAy +-0/A2 4 азу, 
Ар ЬАх +aAy + В.А 04у 


ý Af (z) = Au + iAv= 
= a (Ax -+ iAy) + ib (Ax + 18y) + (аа + ipi) Az + (aa + В) Ay = 
= (a+ ib) 434 [( +18) 206400) 31] А: = Аг ела. 
(1.3:6) 
Como 


Je =| (a+ iB) HE (+ фә) 


<ar | 5] +] 02 + УЕБ 

«оа 8:1 [аа 4 Pa) [аа |16116 1-1 Bel, 
tenemos que в, junto con ол, fi, %a, fa, tiende а сего cuando 
Ав = A+ ¡Ay tiende a coro. De aquí y de las relaciones (1.3:6), 


se deduce que la función f(z) es derivable y su derivada f’ (2) es 
igual a А: 


Р) =А=а+ы = 5410 


Соп esto se termina la demostración. 
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Por el curso general del análisis se sabe que para que las funciones 

u (x, y) y р(х, y) sean diferenciablos, es suficiente quo existan 
Е К sales: 92 ĉu ðv д> й 

y sean continuas sus derivadas parciales: 32° Бу? дт, dy" Por esto, 

para que la función f (2) = u + tv sea derivable, es suficiente que 

existan las derivadas parciales 25, 92, 22, 27, que éstas Scan con- 

tinuas y que satisfagan a las ecuaciones (1.3:1). 

Una función f (2), derivable en cada punto del recinto G, se Па- 
ma derivablo (diferenciable) en este recinto, o también holo- 
morfa,o analítica (aveces, regular). La denominación 
holomorfa (semejante a entera, de las palabras griegas ĝ'Ao% total, 
entero, y рорфл — forma) fue introducida por los alumnos de 
Cauchy: Briot y Bouquet. «Con esta denominación señalamos — decían 
ellos— quo ella (es decir, la función holomorfa — autor) es semejante 
a las funciones enteras (es decir, a los polinomios.— autor), que 
poscen las mismas propiedades en todo el plano». El significado del 
vocablo «analítica», empleado anteriormente por Lagrange y más 
tardo por Weierstrass, y universalmente admitido en la actualidad, 
se explicó en el $ 1 del primer capítulo; su aplicación a las funciones 
de variable compleja, que son derivables on cierto recinto, será 
justificada en la exposición ulterior, cuando demostremos que 
una función tal puede expresarse en un entorno de cualquier punto 
del recinto en forma de suma de una serie de potencias convergente.. 
Por ahora emplearemos la denominación de «función analítica» 
como sinónimo de la denominación «función de variable compleja, 
dorivablo (o diferenciable) en un recinto dado». 

Como ejemplo, examinemos la función f (z) = е“ (cos y + i sen y), 
definida en todo el plano. En este caso, 


u= созу, ve senp, 


De ж ёо du 
зе = е 0080 => ay 


—eseny=-= 


Por lo tanto, se cumplen las condiciones (1.3:1) y la función 
J (2) es analítica en todo el plano. Para su derivada, se tieno: 


w 
dz 


1) 04-100 = ех соз y + ie" seny=/(2). 


En el ejemplo examinado al final del ар. 1.1, f (6) = 2, u = 2, 


v=0 == 


= 0 y no se cumplen las condiciones 


de D'Alemberl — Euler: этле 0. Ya se vio que esta función по 


es derivable en ningún punto (sobre el plano). 
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Las condiciones (1.3:1) pueden expresarse en una forma más 
compacta aplicando el concepto de las llamadas derivadas formales, 
que resulta útil en diversas cuestiones de la teoría de las funciones 
do variable compleja. Examinemos en un recinto una función com- 
pleja }(ж y) = и (z, y) + iv (æ, y), dilerenciable en el mismo 
respecto de т e y Efectuando un cambio de variables: 


2=05+Pn, y=y+0, 
donde að—fy #0, 
se obtiene una función diferenciable de & у n, para la cual 


ә _ 4 Y ор „д 
Era реба 5 


Desde Inego en estas fórmulas, œ, б, y y ó son números realos 
Sin embargo podemos asignar а 65105 valores imaginarios, convi- 
niendo en que tos segundos miembros de las fórmulas servirán en- 
tonces de definición de los primeros. Precisamente haremos: 


1 
а=3= 5, 
оп oste саво, 
E=sc+iy=z, n=x—iy=Z 


nuestras fórmulas proporcionan la definición de las derivadas 
ormales: 


+88) 


y 
1 


O Z) a 
ör 00) = 2 (от © ду Жї ay)” 


LA (ВЕС). 


Del teorema demostrado en el presente apartado se deduce que, 
una [unción f = u + iv, diferenciable en el recinto G con respecto 
de т e y, será analítica en este recinto cuando, y sólo cuando, en 
todos los puntos del recinto se cumple la condición 


on este caso, 


En muchos casos es importante que las condiciones para que 
una función de variable compleja f (2) = u + iv sea diferenciable 
en un punto z 0 vengan expresadas en coordenadas polares: 
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[2 | =r y Argz= Ф. Estas condiciones (necesaria у suficien- 
tes) son: 


17) u y v son funciones diferenciables de r y Ф; 
27) sus derivadas parciales están ligadas por las relaciones 


de 1 др ди Е 
97—79° w ыш, 


dr 

Para convencerse de esto, es suficiente demostrar que u y v son 
diferenciables como funciones de г y Ф (7 5 0) si, y sólo si, son 
diferenciables como funciones de z e y, y que en estas condi 
las ecuaciones (1.3:7) son equivalentes a las ecuaciones (1.3:14, 
el cumplimiento де lo primero quo se pide es consecuencia del hecho, 
conocido en el curso general de anál de que una función dife- 
renciable (por ejemplo, u = u (z, y)) do funciones diferenciables 
(por ejemplo, de z = r cos Ф e y = т sen Ф) tambien es diferencia 
ble (respecto de las variables r y Ф). La segunda afirmación se 
comprueba inmediatamente. Por ejemplo, si se .eumple la condi 
ción 1”) y, además, se cumplen las condiciones (1.3:1), se tiene: 


ди _ ди ди do „ia 

I = ge 0080 +--ўу Sen O= -g соз — sen O = | 

дь дь ‚ do дп ЕА 4 du 

x = 37 cos + Зу зеп Ф= — $ cos Ф + = зеп Ф = —=ш* 
(1.3:8) 


El lector fácilmente realizará también el paso inverso de las 
condiciones (1.3:7) а las condiciones (1.3:1). 
Escribiendo las ceuaciones (1.3:8) de la forma 
ди ди ди 


дь а ди 
07 "бт 9990 — gr зеп Ф, -ar = gr 9080 + 77 seno, 


de ellas obtenemos 


de de ди de 
3 26 52.06. 20, 
созФ +7 senU, 52 э, 801 Ф +97 соѕ Ф, 


ди 1 РЕС 
LE (cos 0—1 sen Ф) 4-2-07- (сов Ф — 1 son Ф) = 


(ri) (eos 0— iso) = (06-800). 139) 


Esta fórmula es útil para calcular f’ (2) mediante las coorde- 
nadas polares. Las ecuaciones (1.3:7) permiten también expresar 
Р (2) en la forma: 


а=). (1.310) 
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Como ejemplo, examinemos la fun 


gn 


n potencial: 


т = 
| (cos PAPES + ¿son mares ) =r" (cos 22 bison ЕЭ] 


п 


donde т es un número entero у п es natural. Esta función está de- 
finida en el recinto G : z + 0, y es multiforme si el número racional 
ЕЗ no es entero (véase el cap. 1, ap. 2.3). Esto último os debido a 
que el argumento Ф también es multiforme. Para tener la posibilidad 


FIG. 8 


de hablar de la derivada de esta función multiforme en cierto punto 
z del recinto G, tomemos en este recinto algún entorno del punto z 
que no contenga al origen de coordenadas y, fijando uno de los 
valores que toma Ф en el punto z, tomemos en todos los demás 
puntos z, dol mismo entorno los valores Ф, que cumplen la condición 
ПФ, —0|<>% (fig. 8). Entonces, obtendremos on el entorno 


considerado una rama uniforme y continua*) de la 


función 2%. Esta función uniforme se designará соп la misma nota- 


ción: f (a) = 2%. 
Evidentomente, en este caso 


*) Sobro las ramas wniformes de las funciones multiformes hablaromos 
más detalladamente en adelante, en el $ 5 del presente capítulo. 
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y, por consiguiente, f(z) es una función diferonciable. En virtud 
de la fórmula (1.3:9), para su derivada, obtenemos: 


көз (еле а 


z Ф, . dy 4 б 
„е cn) IL, 


Por lo tanto, el lector puede observar que la regla de derivación 
m 
do la «potencia fraccionaria» 2" se conserva formalmente igual que 
m 


рага la función correspondiente de variable real д”. Solamente 
hay que tener en cuenta que nuestro cálculo se efectuaba con la 
condición de que z= 0, condición que puede omitirse solamente 
cuando = sea un número entero no negativo. 


Como ejercicio, proponemos al lector convencerse de que la 
función f (2) = la r + i, definida en el mismo recinto С, es dife- 


renciablo y su derivada es igual a (aquí tambión hay que separar 
las ramas uniformes y continuas de la función). 
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2.1. Consideremos primero una función compleja 2 = м0 де 
variable real £, definida у continua en un segmento Æ : la, B] del 
ejo real. Como se señaló en el ap. 4.1 del capítulo primero, tal fun- 
ción determina una curva continua L. Supongamos que en cierto 
punto del segmento la, Б] existe la derivada (sobre el conjunto E) 
A (0 = 0. Domostremos que entonces existe en el punto correspon- 
diente 2, = A (to) de la curva L la tangente T do ésta (entendida 
como la posición límite de la secante que pasa por el punto zp) y 
que el ángulo entre 7 y el eje real coincide con Arg А (to). 

En efecto, tracemos una secante por los puntos zo = А (tp) y 
z = À (t) de la curva L. Se puede suponer que estos puntos по 
coinciden para todos los valores t,, distintos de ѓ, y suficientemente 
próximos а tọ (en caso contrario, existe una sucesión (ti) = to. 
tal que 

2 (tin) —A (to) =0 


para todos n, y por consiguiente, 
X (ш) = lim AO =0). 


tnst 88 
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Observando que la dirección de la secante coincide con la di- 
rección del vector 2—22, sacamos la conclusión de que la secante 


tendrá una posición límite para ё, = to (2; —> Zo), solamente si 
cl ángulo entre el último vector y el eje real, igual 


tiene límite cuando £ — fọ. Pero, según la condi 
límite 


21—10 


lim 
uo 


ito 
por lo cual también existo el límite 
lim Arg ER = Arg A (to) *). 
Ге 


соп lo cual se termina la demostración. 

Resumiendo, para una función compleja de variable real, la exis- 
tencia de derivada distinta de cero significa la existencia de tangente 
a la curva correspondiente; el ángulo de inclinación de la tangente 
al eje real coincide con el argumento de la derivada. 

Examinemos ahora una función de variable compleja w = f (2). 
definida y continua en un recinto G, y supongamos que en un punto 
2, Є G existe la derivada f” (zo) + 0. Trazemos por el punto 2, alguna 
cueva L: 2 == А (t), (a < t< В, А (a) == zo), para Ја cual exista la 
derivada А (to) + 0; según lo expuesto anteriormente, la curva /, 
posee tangente en el punto ге = А (ж) con el ángulo de inclinación 
igual a Arg” (to). Mediante la transformación w = f (2) esta curva 
se transforma en una curva A, situada en el plano w: w = f [A (01 = 
= p (t) (a << 6, н (to) = f (20) = wo). Según la regla de deri- 
vación de las funciones compuestas (ap. 1.1), la función р (0) cs 
derivable en el punto £= to y p’ (to) = J’ (20) А (to) эе 0, por lo 
cual la curva A posee tangente en el punto ty = f (zo), y el ángulo 
entre 1а tangente y el oje real es igual a 


ArgH' (to) = Ага А (to) f’ (20)] =Arg2' (to) + Arg f’ (20). 


De aquí se deduce que, al pasar de la curva Za su imagen A, el 
ángulo de inclinación de la tangente en el punto inicial de la 
curva varía en la magnitud 


A 
Argw (1) – Атал (to) = Arg f (20), 


que no depende de la curva. Si del punto 2, parten dos curvas cua- 
lesquiera / y Lz, que posean tangentes 2, y t, en el punto zp. entonces 
las tangentes т; y т, а sus imágenes A, y Az en el punto ше = f (zo) 
se obtendrán de £, y lg mediante un giro en nn mismo ángulo Arg f’ (Zo), 


= (to) Æ 0; 


*) Vónso ol final del ap. 3.3, cap. 1. 
1199 
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y, por consiguiente, el ángulo entre las curvas Г, y La será igual 
(en valor y en el sentido de la dirección) al ángulo entre A, y Az. 
Por lo tanto, al hacer una transformación mediante una función 
continua ш = f (2), que posea derivada f’ (zp) distinta de cero, 
todas las curvas del plano z que pasan por el punto 2, y que posean 
tangente en este punto se transforman en curvas del plano w que 
pasan рог el punto wa = f (zo) у que también poseen tangente en 
este punto; en esta transformación se conservan los ángulos entre 
las curvas. La transformación mediante una función continua, que 
conserva los ángulos entre las curvas que pasan por el punto dado, 
se llama conforme en esto punto. 

Si, además, se conservan no solamente los valores de los ángulos, 
sino también los sentidos de sus direcciones, se dice que la trans- 
formación es conforme de primera espe- 
e i e *), si los sentidos de las direcciones de los ángulos se cambian 
por los contrarios, se dice que la transformación es 
conforme de segunda especie*), 

Resumiendo, una transformación mediante una función de variable 
compleja, analítica en un recinto G, es una transformación conforme 
de primera especie en todos los puntos en los que la derivada es distinta 
de cero. Si la transformación es conforme en todos los puntos del 
recinto G sin excepción, entonces se llama transformación 
conforme del recinto G. 

Puede servir de ejemplo de transformación conforme de segunda 
especie la simetría con respecto del eje real: w = Z. Sirven 
de ejemplos más generales las transformaciones que se realizan me- 
diante las funciones conjugadas con las analíticas: w = 7 (2) (se 
supone que у (2) 0). 

Proponemos demostrar al lector que si la derivada es ignal a 
cero en cierto punto, los ángulos pueden conservarse o variar (ex 
mínense las transformaciones 


fi (2) = r? (соз D+ ¿sen Ф) 
fa (2) =r? (cos 20 + ¿son 2Ф) = z? 


en el punto 2 0). 

2.2. En el apartado anterior se demostró que Arg f’ (zo) терге- 
senta el ángulo de rotación de la tangente a la curva L en el punto 
zo de la misma al pasar а su imagen А y al punto шо = f (д). E 
particular, si /' (2) es un número real positivo, entonces los vectores 
tangentes а L en Zo y a А en f (zo) son paralelos y tienen una misma 
dirección. 


) O confarmo dirocta. (№. del Т.) 
**) O conforme inversa. (N. del T.) 


$ 2. SIGNI FICADO GEOMETRICO DE LA DERIVADA 99 


Veamos ahora el significado geométrico que tiene el módulo de 
la derivada |7 (zo) |. Con este fin, obsérvese que 


Е 104601 
17 а) |= шы = ак 


y que los números |z — zp | у [7 (z) — f (zo) | oxpresan las distan- 
cias entre los puntos 2 y zp del plano z y entre sus imágenes f (2) 
y / (zo) del plano w, respectivamente. Si la razón Ho se puede 
considerar сото la dilatación del vector z — zp, obtenida al hacer 
la transformación mediante la función w = f (z) (esta dilatación 
puede ser menor que la unidad, igual a la unidad o mayor que la 
unidad), el módulo de la derivada | f' (т) | se puede considerar como 
la dilatación en el punto 2, еп la transformación mediante la función 
w = f (2). De lo que acabamos de exponer se deduce que la magnitud 
de dilatación en el punto 20 no depende del vector z — 2, que se 
tome con el origen en este punto; no obstante, ésta no coincide con 
la dilatación del vector 2 — 2, sino que representa el límite de esta 
dilatación cuando z tiende a 2,. 

2.3. Como ilustración, estudiemosla función homográ- 


fica*) L() шз. (al menos uno de los números c o d es 


distinto de cero). Supongamos primero que с = 0. Entonces, L (z) 


puede expresarse en la forma Z (2) = «z +Ê («= $, р = +); 


ésta евипа{ппсїбп1їлеа1 еп&ога. Está definida para todos los va- 
lores de 2 y posee derivada L’ (2) = a, que conserva un valor constanto 
y distinto de сего, зі a z 0. Por consiguiente, la función £ (2) realiza 
una transformación conforme de todo el plano de la variable com- 
pleja z. En esta transformación, las tangentes a todas las curvas 
del plano = giran un mismo ángulo, igual a Arg æ, y la dilatación 
en todos los puntos es igual a | aj. Si с = 1, se tien 
[о | = 1, y realmente no existe ni rotación ni di 
en oste caso, la transformación toma la forma w = 2 -- В, ésta, 
evidentemente, se reduce a una traslación del plano como un todo 
en el vector В. Si а æ 1 (y a 70), la transformación puede expre- 
sarse еп la forma w — y = a (2 — y), donde y se determina рог la 
ecuación y = ay + В. De aquí se deduce que en la transformación 
cada vector 2 — y que parta del punto y, gira un ángulo igual a 
Arg æ y se dilata en | a | veces, con ndose en el vector w — y 
que parte del mismo punto y. Esto significa que la transformación 
L (a) = az + б, siendo a 1 (y а 0), se reduce a una rotación 


*) La denominación do esta función dada por el autor es: función fracciona- 
ria lineal. (V. del T.) 


т» 
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del plano como un todo, alrededor del punto y = zË- en el ángulo 


Arg œ, y a una dilatación de razón | @ | con respecto de este punto. 
Evidentemente, ésta es una translormación homolética con centro 


en el punto y = 


¿E de razón (о coeficiente de semejanza) | a |, 


seguida de una rotación cn el ángulo Arga alrededor del mismo 
punto, Tal es la transformación conforme en el caso más simple. 


Circunferencia 
isométrico 


FIG. 9 


Supongamos ahora que c0. Entonces, para 20 = — 2. 
existo la derivada 
Іг (2) = ай be ad—be 4 


E 


Si el doterminante ad — bo + 0 (la igualdad а cero de la expresión 
ad — be significa el cumplimiento de la proporción t} = ido 
ar+b_chi+dh А 
donde а = А, Ь=4 у La = == =A), se tiene, 
L’ (2) =2 0 para todos los puntos 2 5 б. Por consiguiente, la trans- 
formación w = L (2) es conforme en todos los puntos finitos, dis- 
tintos de 5. En esta transformación, las tangentes a las curvas que 
pasan por un punto arbitracio 2 = б, giran un ángulo igual а 


Arg (a) =Arg 1% —2Arg (4—6). 


Evidentemente, el ángulo de rotación de la tangente varía al pasar de 
un punto a otro, conservando el mismo valor en los puntos, para los 
cuales Arg (z — ò) conserva un mismo valor, es decir, en los puntos 
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de cada uno de los rayos rectilíneos que parten del punto б. La 
dilatación de la longitud en el punto z en esta transformación es 


igual a |Z q) |= | 28. 


|:12—8 Р y también varía al pasar 


de un punto a otro. Esta conserva el mismo valor en los puntos para 
los cuales la magnitud |z — д | es la misma, es decir, en los puntos 
de cada circunferencia con el contro en el punto б. En particular, 
esta dilatación es igual a la unidad en cada punto de la circunlo- 
rencia р: [2 5 = 2 VTad—=0 | (circunferencia iso- 
métrica de la tra ат homográfica); es mayor 
que la unidad en ol interior de y, tendiendo al infinito cuando 
2 tiende a б, y es menor К la unidad en el exterior de y, tendiendo 
а cero cuando z liende al infinito (fig. 9). 


2.4. Supongam como anteriormente, que e 0 y ad — be += 
= 0. Entonces, evidentemente, 


En correspondencia con esto, obtenemos: 
Г) = оо y L (оо) = a. 


Por lo tanto, el punto finito б so transforma mediante la función 
w = L (z) on el punto del infinito, y el punto del infinito, en el 
punto finito a. Demostremos que la transformación también es 
conforme en estos puntos. En efecto, sean y; y ү; dos curvas que 
pasan por ol punto ё y forman en ol mismo un ángulo Ө, y sean T, 
y Гу sus imágenes сп el plano w, Queremos demostrar que Г, y Pz 
forman Lambión el ángulo 0 en el punto del infinito. Hagamos con 


este fin la transformación del plano и: E 


Entonces, las curvas 
Гү y Гу so transformarán en las curvas Г; y Гу, y el punto del infi- 
nito, en el origen de coordenadas (Mig. 10). Está claro que el paso 
de y: y y, en el plano z a Г, y Г; en el plano С se ofectóa mediante 
la transformación homográfica 


que es conforme en el punto z = 6 = — È. Por consiguiente, Г, 


y Г; también forman el ángulo Ө en el origen de coordenadas. De 
aquí que, еп virtud do la definición del ap. 5.6 del capítulo primero, 
las curvas Гү y Г, forman también entre sí el ángulo Ө en el punto 
del infinito. Así, pues, queda demostrado que la transformación 
w = L (2) os conforme en el punto z = д. 


a 
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De un modo análogo se demuestra que también es conforme en 
el punto del infinito. Precisando, si las curvas y, у y, pasan por el 
punto del infinito en el plano z, sus imágenes T, y Г. en el plano w 
pasan рог el punto а. Supongamos que ү, у ү, forman entre sí un 
ángulo 0 en el punto del infinito. Esto significa que sus imágenes 


vi Y Y obtenidas como resultado de la transformación 5 = +, 


(2 


FIG. 10 


forman el ángulo Ө en el origen de coordenadas. Pero, evidentemente, 
se puede pasar de ү, y ү; a Г, y Г, mediante la transformación 


Esta transformación es homográfica y, por lo tanto, conforme en 
el punto £ = 0. De aquí se deduce que Г, y Г, forman también entro 


sí el ángulo Ө en el punto a = Z, con lo que se termina la demos- 


tración do que 1а transforinación w = Г, (z) es conforme en el punto 
del infinito. 
Cuando c = 0, resulta la función lineal entera 


=£L(2)=a2+P (030). 
Aquí ¿e supone L (оо) = оо y mediante la transformación auxiliar 


t= 


punto del infinito del plano z corresponde el origen de coordenadas 
del plano w). 
Proponemos al lector hacer la demostración completa. 


Ey 50 reduce este caso al que se acaba de examinar (al 
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Resumiendo, se puede decir que la función homográfica ш = 
= L (z) realiza una transjormación conforme del plano amplia- 
do subre sí mismo. 


$ 8. POLINOMIOS. FUNCION EXPONENCIAL. 
SENO Y COSENO 


3.1. Las funciones uniformes y analíticas en todo el plano а 
excepción del punto del infinito, forman la clase más importante 
y simple de funciones diferenciables. Tales funciones se llaman 
enteras. 

Un polinomio : 

ао-таз-{-аз1®--...-Еаһ% = Р, (2). 
es un ejemplo muy particular de función entera. Esto puede reducirse 
a una constante (п = 0). Si n >0 y a, 5 0, se tiene: lim P, (2) = 
quo 

= оо, Por consiguiente, un polinomio de grado superior a cero se 
hace igual a оо en el punto del infinito, Como se sabe por el álgebra, 
si w es un número complejo arbitrario (propio), la ecuación Р, (z) = 
= w tiene п raíces, algunas de las cuales pueden ser iguales entre 
sí (raíces múltiples). Por lo tanto, en la transformación w = P, (2) 
cada punto del plano w pertenece a la imagen del plano z; además, 
este punto tendrá n preimágenes: 21, 2, ..., Zn. Agreguemos а 
esto que Р, (оо) = оо y, por consiguiente, оо pertenece a la imagen 
del А Без ampliado. Las preimágenes del punto del infinito w = оо 
son las raíces de la ecuación Р, (z) = оо, es decir, es también el 
punto del infinito. Para simotría, a éste le consideraremos como raíz 
múltiple de esta ecuación, de orden n. Así, pues, un polinomio de 
grado п (an + 0, п > 0) transforma el plano ampliado sobre sí mismo, 
de modo que cada punto de la imagen w tiene n prelmágenes: zı, 52. .. . 
‚+ Zn. Por cierto, como ya se advirtió, para algunos valores ex- 
copcionales de w (entre los cuales también está incluido w = оо) 
el númoro de preimágenes puede ser también menor que п. 

Fácilmente se observa que la cantidad de tales valores excep- 
cionales no es superior а n. En efecto, si 100 5 оо y la ecuación 
Р. (2) == шо tiene raíces múltiples, entonces, como se sabe por el 
álgebra, para cada una de ellas Р, (z) = 0. Pero esta última ecua- 
ción tiene n — 1 raíces (entre las cuales también puede haber igua- 
les entre sí): Ci, Ez -.., 6. .. De aquí se deduce que we tiene 
quo tener alguno de los siguientes л — 1 valores: Р, (ti), ... 
2.0 Pa (En ч). y agregando aquí el punto del infinito, obtenemos 
aquellos z puntos (no más) del plano w que poseen menos que n 
preimágenes cada uno en el plano z. 

3.2. En virtud de la teoría general, la transformación w = 
= Р, (2) es conforme en todos los puntos, a excepción de los puntos 
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En En ---, En en los cuales Ja derivada se anula, y también, 
posiblemente, a excepción del punto z = оо. 

Cuando т = 1, el polinomio es una función lineal entera, y en 
este caso, la transformación es biunívoca y conforme, incluyendo 
también el infinito (véanse los ap. 2.3-—2.4). Cuando n > 1, la trans- 
formación deja de sor conforme en los puntos indicados. 

En efecto, supongamos Pa (2) = 0. Entonces, 2 = д0 es 
una raíz múltiple de la ecuación P, (2) — Р, (29) = 0 y, por cousi- 
guiente, P, (2) — P (25) puede oxpresarse en la forma: 


Pn (2) — Pn (в) = (2—25) Q (2), 


donde k> 2 es el orden de multiplicidad de la raíz 2 = 20 (como 
os subido, cl número A es una unidad mayor que el ordon de mul- 
típlicidad de la raíz z = 2, para la ocuación Р; (z) = 0) y el poli- 
nomio Q (2) no se anula en el punto z = ду. Poniendo 2, (2) = 10 
y Pa (20) = Wo, obtenemos de aquí, que 


Arg (ошо) = Arg (2 — zo)" + Arg О (2). 


de donde 
lim (Arg (w — w) —Arg (2—20)') Arg Q (zo). 


Supongamos ahora que z—= A(t) es una curva L que pasa por 
ol punto Zo (zo =A (fo)) y que en este punto tiene tangente cuyo 
ángulo de inclinación al eje real es igual a 
ЕП 
“ 


Arg X (to) — lim Arg 
к 


(véase el ар, 2.1). La imagen А de esta curva en el plano w será: 
ш = Р, (A (t) = p (t). De aquí no podemos sacar inmediatamente 
la conclusión de que existe tangente a A on el punto wọ (t = to) 
(puesto que u’ (to) = Ph (zo) А (to) = 0). Pero, рага el ángulo de 
inclinación de la secanto que pasa por los puntos Wa у ш = шо. 
según la anterior, obtenemos: 


de donde se deduce que existe la tangente. 
Si Lı y Lz son dos curvas: 2=2,(t) y z=22(f), que pasan 
пог el punto zo y forman en éste un ángulo Ө: 


O= Arg Ai (to) — Arg hi (t) (0) = Ae (t2) = 20), 
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entonces, las imágenes А, y Az de estas curvas pasan por el 
punto wọ y forman en éste el ángulo 


[Arg Q (2) + k Arg A; (ta) — [Arg Q (20) +% Arg Ai (0) = 
k [Arg А (to) — Arg à (t,)) = 0. 


Resumiendo, en la transformación w = P, (2) todos los ángulos 
con los vértices en los puntos, en los cuales se anula la derivada Ph (2), 
se alteran; precisando: estos ángulos aumentan k veces si el orden de 
multiplicidad de la raíz correspondiente de la ecuación I, (2) = 0 
es igual a k — 4. 


Aplicando la transformación E = 


fácilmente que cuando з > 1 la transformación doja de ser conforme 
también en el punto del infinito. Precisamento, en la transforma- 
ción w = Р, (2), los ángulos con el vértico en el punto del infinito 
aumentan т veces. 

Examinemos, en particular, la transformación de la forma 
з — а)" (п 2> 1). Esta transforma el plano ampliado sobro 
sí mismo, de modo que cada punto w posce п preimágenos en el pla- 
по 2, Son una excepción los puntos w = 0 y w = оо, para los cuales, 
las preimágenes se confunden cn m punto: a y оо, respectivamente. 
Las preimágenes z (52а, >200) se determinan (е la ccuación 


w= (а— а)", 


, el lector se convencorá 


de modo que 
ar Y isa | Y Tel] (o 


Evidentemente, estos z puntos están situados en los vérticos de un 
polígono regular de n lados con el contro en a. 
La transformación w == (z — a)" es conforme en todos los puntos, 
a excepción de los puntos z = a y z == оо. En este caso los ángulos 
con los vértices en los dos últimos puntos aumentan n veces. 
Para obtener una idea más clara de esta transformación, seña- 
lemos que 


„Аде. o Ае) 
Е ¿sen E), 


[w|=|z—a|” y Argw=nArg(2—a). 


De aquí se deduce que cada circunferencia de radio r con el centro 
en el punto z = а se transforma en una circunferencia de radio г” 
con el centro en el punto w=0. Si, en este caso, el punto z recorre 
una vez la circunferencia |z—a|=r en direccion positiva (es 
decir, que el Arg (z — a), creciendo continuamente, aumenta en 
2x), el punto w recorrerá n veces la circunferencia jw |=r” en la 
misma dirección (es decir, que el Arg w, creciendo continuamente, 
aumentará en 21m). Hagamos ahora recorrer al punto 2 a lo largo 
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del rayo rectilíneo Arg (= —— а) = Фф 22л, desde el punto а 
hasta el infinito, Nuestras fórmulas mustran que el punto corres- 
pondiente w recorrerá entonces el rayo rectilíneo Arg wW = тр, + 
-2тл, desde el origen de coordenadas hasta el infinito. 
Consideremos ahora la región £, que representa el interior del 


ángulo de magnitud 0, 0< 9 < ŽŽ, con el vértice en el punto a. 
Supongamos que este ángulo está limitado por los rayos rectilíncos: 
Arg(2—a) =q0+ 2kn 


Arg (24) =: 4 2тл, 
(Ф. = 0). 


Do lo dicho se deduce que la imagen de la región g en el plano w 
es una región d que representa un ángulo de magnitud 19 con el 


(2) (ш) 


FIG. 44 


vértice en el origen de coordenadas, limitado por rayos roctilíneos 
(fig. 11). La correspondencia entre g y d, establecida mediante la 
función w = (2 — a)", es biunívoca. En ofecto, como la función 
w = (z — а)" es uniforme, para comprobar esta afirmación es sufi- 
ciente establecer que cada punto w de la región d tione solamente 
una preimagen en la región g. Obsérvese para esto que todas las n 
preimágenes del punto w se sitúan en el plano z on los vértices de 
un polígono regular de п lados con el centro en a, de modo que dos 
de ellas podrían situarse dentro de un mismo ángulo con el vértice 


en a solamente cuando la magnitud del ángulo fuese mayor que 27. 


Pero la medida del ángulo g no es superior а ŽŽ , por consiguiente, 


al ángulo g solamente pertenece una imagen de cada uno de los 
puntos de d, con lo cual queda terminada la domostración de nuestra 
proposición. 
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Así, pues, la función w = (а — a)" realiza una transformación 
biunívoca y conforme del interior de cualquier ángulo de lados recti- 


lóneos, con el vértice en el punto a y de magnitud Ө, 0 0 < 25 
sobre el interior de un ángulo correspondiente de lados rectilineos tam- 
bién, con el vértice en el origen de coordenadas y de magnitud п). 

Por esto mismo, se recurro a la función considerada siempre que 
sea necesario transformar un ángulo de lados rectilíneos en otro 
ángulo que sca unas cuantas veces mayor. 

Indudablemente, sería erróneo creer que en la transformación 
w = (2 — a)” (п > 1) cualquier recta se transforma en recta y cual- 
quier circunferencia en circunferencia. Supongamos, por ejemplo, 
que a == Оул = 2. Entonces se obtiene la función w = 22. Veamos 
en qué se transforman, mediante la función w = 22, las rectas que 
wo pasan por el origen de coordenadas y que son paralelas a uno do 
los ejes coordenados. Tomemos, por ejemplo, una recta paralela 
al eje imaginario: z =c + it, с5 0, — оо < t< + оо. Como 
imagen obtendremos la línea w = (с + it)?, o bien, poniendo 
w = и + 1р y separando las partes real e imaginaria: 


и= сї t, v=2et, =o << 4 оо. 


Estas son las ecuaciones de la línea transformada, expresadas 
en coordenadas cartesianas on la forma paramótrica. Excluyendo 
entre éstas el parámetro £, resulta: 


v? = 40 (02и). 


Esta ев la ecuación de una parábola, cuyo eje va dirigido por ol 
eje real hacia el lado negativo, соп el foco on el origen de coorde- 
nadas y con el parámetro р = 2c?. Del mismo modo se observa que 
cada recta paralela al cjo real: z = t + le” se transforma on la 
parábola 


v= he't (ue?) 


cuyo eje lleva la dirección del eje real hacia el lado positivo, con 
ol foco en el origen de coordenadas y con el parámetro p' = 2¢'2, 
Resumiendo, las dos familias de rectas paralelas a los ejes coordena- 
dos se transforman mediante la función w = 22 en dos familias de 
parábolas con el foco común en el origen y cuyos ejes están situados en 
el eje real (fig. 12). Como las familias de rectas son ortogonales entre 
sí y la transformación es conforme, las familias de parábolas obte- 
nidas también serán ortogonales entre sí; esto se comprueba también 
fácilmente mediante un cálculo inmediato. 

Naturalmente, el lector tiene que tener presente que la trans- 
formación de todo el plano z mediante la función w = z? no es biu- 
nívoca, puesto que cada punto w, distinto de cero y del infinito, 
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poseo dos preimágenes. En particular, las preimágenes de Ja pará- 
bola v? = 402 (e? — u) son dos rectas simétricas respecto del eje 
imaginario: z =c + 1 y z= — c + it; del mismo modo, las 
preimágenes de la parábola v? = 4c"? (u + e'2) son dos rectas simé- 
tricas respecto del eje real: 2 + ic y z= 1 — іс. Pero si se 
considera solamente la imagen de algún semiplano g, limitado por 
una recta que pase рог el origen de coordenadas (tal semiplano 


(w) 
m 


FIG, 12 


representa ol interior de un ángulo con el vértice en el origen de coor- 
denadas de magnitud л), entonces, según lo expuesto anteriormente 
la correspondencia entre g y su imagen d será biunívoca; d represe 
tará aquí un ángulo de magnitud 2x con el vértice en el orígen de 
coordenadas; ambos lados de este ángulo se confunden en un rayo 
rectilíneo que parto del origen de coordenadas. 

3.4. Las funciones enteras distintas de los polinomios, se Ша- 
iman funciones trascendentes enteras. La más simple de éstas es Ja 
Función exponencial exp z о e”. Esta se obtiene como resultado de la 
gonoralización de la función exponencial de variable real е“ al 
plano complejo. Como es sabido, la función f (2) = е se caracteriza 
completamente por sus propiedades: ésta 

1) está definida unívocamente para todos los valores reales л, 
toma valores reales y para т = 1 el valor 

2) satisface al teorema de la suma 


$ (z+ лз) = f (0) f (22) 


para cualesquiera шү y za; 
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3) es continua en el punto z = 0. 

Aquí construiremos la función exponencial de variable compleja 
1 (3) = exp 2, exigiendo el cumplimiento de las siguientes condi- 
ciones: ésta 

17) está definida univocamente para todos los valores complejos 
(finitos) de z, para los valores reales z = x toma también valores 
reales у para z = 1 toma el valor e; 

2") satisface al teorema de la suma 


Fa 2) = f (21) f (0) 

para cualesquiera 2, y 23; 

3°) es diferenciable en el punto z = 0. 

Do las condiciones 1°) y 2°) se deduce que f (0) - 1. En ofecto, 
1 (0)-/ (4) = f (1) = 0 y, por consiguiente, f (0) = 1. Luego, saca- 
mos la conclusión de que f (z) 5 0 para todos los valores de z. En 
electo, f (2)-f (— 2) = f (0) = 1, de donde se deduce quo / (2) + 0. 
Aplicando 2') y 3'). obtenemos para cualquier z: 


JEFAD/6) _/@)-/(А%—/() _ 180910 
Аг А: E 


A 100) = (0) (2) 
cuando Ас = 0. Esto siguifica que / (2) es una función analítica 
en todo el plano (ontera), y satisface a la cenación diferencial 
r= F (0) 48. (8.44) 
En particular, f' (z) =f' (0) f (z), de donde f (х) = el 9+0, de 
Jas condiciones / (0) = 1 y f (1) = e se deduce que С = 0 y f' (0) = 
=4. Así, pues, f (x) = e"; por cierto, esta conclusión so deduce 


inmediatamente de que / (z) satisfaco a las condiciones 1), 2) y 3). 
Poniendo en (3.4:1) el valor f’ (0). resulta: 


1 (2) = f). (3.4:2) 
Expresemos f(z) on la forma 
H= ie 5 а) = f la) 0) a (у) +150. (80:3) 
Entonces, 
ro= 21е) “ Еа Ра 


“IB (0) — ia" (у). 
De la ecuación (3.4:2), obtenemos: 
В 0) =a (u), a (у) = —p (0), 
de donde Б” (у) +P(y)=0 y, por consiguiente: 
ВОИ) = С, сову | Caseny, a (у) =P (0) = 


C, sen y Cocos y. 
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Pero 060000 ) == 1, es docir, (0) =1 y P(0)=0; por lo 
tanto, бү '¿=1. En resumen, 
a (y) = созу, В (y) =sen y 
y según la fórmula (3.4:3) 
f (2) = е“ (cos y + ¿sen y). 
Hemos obtenido la única función que satisface a las condiciones 1') 


2) y 3). Esta se llama función exponencial (de variable compleja) 
у se designa mediante expz о е“. Así, pues, según la definición 


expz= е" = е“ (cos y + isen y). (3.4:3) 
Obsérvese que si la condición 3”) se sustituye por otra más general: 
3") la función f (z) es continua en el punto z = 0, entonces se puede 
hallar un conjunto infinito de funciones distintas que satisfacen 


a las condiciones 1”), 2) y 3”). Todas ellas están comprendidas en 
la fórmula 


$ (2) = + (cos ay + i sen ay), 


donde a y а son números reales. Sin embargo, solamente una de 
ollas, la que se obtiene cuando a = 0, æ = 1, es analítica y además 
ontera. 

3.5. De la definición de función exponencial 


exp 2=e* (cos y + ¿sen y) (3.5:1) 
se deduco que ésta no so anula para ningún valor de z y que 
jexpaj=e" у Arg(expz)=y+2kr. 
Рага z= iy(2=0) obtenemos: 
exp (iy) = сову ¿sen y. 
Esta relación permite utilizar, en Ingar de la forma trigonométrica 
del número complejo 
e=r(cosp+iseng) (7520), 
la forma exponencial 
c=rexp (ip) = гёз 
que es más compacta. 
De las fórmulas (3.5:1) vemos que la función exponencial posee 


período, igual a 2mi (puesto que, al variar y en 2л, z varía en 2лё, 
y el valor de la función no se altera): 


exp (z+ 2л) = exp z. 


$ 3. POLINOMIOS. FUNCION EXPONENCIAL. SENO Y COSBNO 11! 


Demostremos que 2ni es el período fundamental 
(primiti у о) de la función exponencial, es decir, que cualquier 
otro período de la misma tiene que tener la forma 2kxi, donde К 
es un número entero. 
En efecto, sea о = а + fi un período de la función exponencial- 
Entonces 
exp (24) =expz 


para cualquier z y, en particular, para 2=0 
exp о = exp (a + if) = е® (cosp+-¿senf)=1. 


Pero esto significa que ев == 1, es decir, а = 0 y cos BP-i senp = 
es decir, P= 2kn. Por consiguiente, 


Ф = 0. + ip = 25лі, 


como se quería demostrar. 

La expresión exp оо carece de sentido, puesto que Jime” no 
existe, Para convencerse de esto es suficiente observar quo е‘ со 
cuando ж > 0 y tiende a со, уе" — 0 cuando z < Оу tiende a — оо. 

De aquí, en particular, se deduce que exp z no coincide con nin- 
guno de los polinomios, es decir, que verdaderamente es una fun- 
ción trascendento entera. En efocto, todo polinomio, que no se 
reduce a una constante, tiendo al infinito cuando 2 > оо. 

En adelante (en ol cap. 4 ap. 33), se demostrará que ninguna 
función trascendente entera puede tener límite en el punto z = оо. 

Para la derivada de la función exponencial obtenemos: 


(expa) — 20656080); 26и 


== е^ (cos y -}- ¿sen y) = exp z. 


Por consiguiente, la derivada de la función exponencial no se annl 
para ningún valor z. 

Estudiemos el comportamiento geométrico de la función w = 

exp z о, lo que es lo mismo, la transformación que esta función 
realiza. Ya se observó que esta función no toma el valor w = 0 
en ningún punto z. Esto significa que el origen de coordenadas del 
plano w no pertenece a la imagen del plano finito z en la transfor- 
mación w = exp z. Demostremos que cualquier otro punto finito 
del plano w perteneco a esta imagen. efecto, de la ecuación w = 
= exp 2, donde 10 52 0 está dado mientras que z = z + iy es la 
incógnita, obtenemos: 


[10] =e*, de donde z=1n|w| y Argw=y+2ak, o sea y=Argw. 


Resumiendo, solamente pueden ser preimágenes de los puntos w 
los puntos de la forma 
2—10 je] +i Arg w. 
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Evidentemente, hay una infinidad de puntos de éstos, puesto que 
Arg w toma un conjunto infinito de valores, que se diferencian dos 
a dos en múltiplos enteros de 2л. Además, cada uno de los puntos 
hallados es verdaderamente una preimagen del punto w. уа que 


exp (In |w | +è Arg w) = e't"! (cos Arg w 4-і sen Arg w) = 
= |w | (cos Arg w- ¿sen Arg w) = wa 


ln resumen, el conjunto de todas las raíces de la ecuación 
w--e* (ш 50) se expresa por la fórmula 
z= ln|w] v iArgw= lnjw |+ i (arg w+ 2kn), (3.5:2) 


donde k=0, +1, +2, 
Todos estos puntos están situados en una recta, paralela al eje 
imaginario, a las distancias entre sí de 2л. 


(2) 


y 
4 ар 


Vemos, pues, que la función ш = exp 2 transforma el plano fi- 
nito z en el recinto que se obtiene del plano finito w excluyendo un 
punto ш = 0; esta transformación no es biunívoca, puesto 
que cada punto w0 posce un conjunto infinito de preimágenes 
(3.5:2). 

Como la derivada de la función exponencial siempre es distinta 
de cero, esta transformación es conforme en todos los puntos del 
plano finito 2. 

Supongamos que z recorre alguna recta paralela а uno de los 
ejes coordonados (fig. 13). Si ésta es una recta 2 = с + it paralela 
al сје imaginario, entonces w = е“ (cos £ + ison t), es decir, w 
estará situado en una circunferencia de radio є con el centro en 
el origen de coordenadas. Además, si el punto z recorre la recta una 
sola vez, de modo que la ordenada de este punto, igual а £, crece 
continuamente desde —oo hasta +00, entonces w describirá infi- 
nitas veces la cirennferencia correspondiente en una misma dirección 
positiva, 
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Si el punto z recorre una recta z = i + ic” paralela al eje roal, 
entonces: w — el (eos e” + ¿sen с"). recorrerá, evidentemente, un 
rayo rectilínoo que parte del origen de coordenadas y forma el ángu- 
loc’ con la parte positiva del eje real. En este caso, cuando z recorra 
la recta una sola vez, de modo que la abscisa de este punto, igual 
a t, crezca continuamente desde —оо hasta +-00, el punto w doscri- 
birá una sola vez el rayo correspondiente, de modo que la distancia 
desde este punto hasta el origen de coordenadas crecerá continua- 
mente desde 0 hasta со (naturalmente, se exchtyen tanto un extre- 
mo сото cl otro, puesto que |w | = e). 


FIG. 14 


esumiendo, en la transformación del plano z mediante la. función 
ш = e”, la familia de rectas paralelas al eje imaginario se transforma 
en la familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas, 
y la familia de rectas paralelas al eje real, en la familia de rayos 
rectilineos que parten del origen de coordenadas. 

Consideremos la región g formada por el interior de la franja 
rectilínea de anchura й, 0 < } < 2л, paralela al eje real. Supon- 
gamos que esta franja cstá limitada por las rectas: y = qu e y == 
= qu (фа — Fo = Л). De lo expuesto anteriormente se deduce que 
la imagen de la región g en el plano w será la región d formada por 
ol ángulo de magnitud % con el vértice еп el origen de coordenadas, 
limitado por los rayos rectilíneos Arg Ça + 2ka y Arg w = 
= qu + 2/д (fig. 14). La correspondencia entre las regiones д y d, 
establecida mediante la función w = exp z, es ahora biunivoca. 
Para comprobar esto, es suficiente observar que solamente pueden 
ser proimágenes de algún punto w de la región d los puntos In | w | + 
+ i Arg w, que se diferencian entre sí рог los valores en la parte 
imaginaria. Dos puntos de éstos están situados en una recta paralela 
al eje imaginario a una distancia múltiple de Эл. Pero nuestra 
franja А tiene una anchura no superior a 2x1, por lo cual, puedo con- 
toner en su interior solamente una preimagen del punto w. Por 10 
tanto, cada punto z € g posee solamente una imagen y cada punto 
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w € d solamente una preimagen en el interior de g, lo cual demuestra 
que la transformación es biunívoca. 

Vemos, pues, que la función exponencial w = exp z realiza una 
transformación biunivoca y conforme de una franja de anchura h < 2л, 
paralela al eje real, en un ángulo de magnitud h con el vértice en el 
origen de coordenadas. 

Por esto mismo se recurre a la función exponencial siempre que 
se necesita Lransftormar conformemente alguna franja rectilínea 
en el interior de un ángulo. 


(2) 


arc iga 


FIG. 15 


Si Ja recta del plano z no es paralela a alguno de los ejes coor- 
donados, su imagen en el plano w no será ya una recta o una circun- 
Toroncia, sino una espiral logarítmica. En efecto, si osta recta es 

z=ł(1+ia)+ bi, —o<t<+o 
(о ез el cooficiento angular de la recta y b, la ordenada en cl 
origen), entonces su imagen será la curva 
w= oxp [t + i (æt + b)] = е“ [cos (at +b) +i зеп (at 0)). 
Aquí 


=e, p=Argw=at+b42ma, 
ф—5—2тд 
EP 


lwl 


o bien, eliminando el parámetro t: r = exp - Pero Arg w 
o el ángulo polar p se determina salvo un entero múltiplo de 2л. 
Por lo tanto, designando de nuevo р — 2тл mediante q, obtenemos: 
2 - 
r=ce, donde с==е ©. 


Esta es la couación de una espiral logarítmica, (fig. 19). 
Сото ésta es la imagen de la recta z = t (1 + ia) + bi, la cual 
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se corta con las rectas paralelas al eje real bajo un ángulo constante 
igual a arc tg æ, y como al transformación es conforme, la espiral 
logarítmica зс cortará bajo el mismo ángulo con las imágenes de 
dichas rectas, os decir, con todos los rayos que partan del origen de 
coordenadas. Hemos obtenido la propiedad característica de la 
espiral logarítmica. 

Las transformaciones que se realizan mediante las funciones 
w == (z — a)" y ш = exp 2 experimentan cierta semejanza entre sí. 
Esta semejanza puede aclararse mediante la fórmula 


а 
oxpz= lim (1+5) Я 
cuya demostración proponemos hacer al lector como ejercicio. 
1 


Examinemos la transtormación w = (1 + 2) lz — (=n) 
con relación a la cual la transformaición w = exp z os límite. En 


A (2) v (ш) 
|, 
lp 
2 
д El 


FIG. 16 


virtud de lo expuesto en el ap. 3.3, esta función transforma el ángu- 
lo de magnitud È (0 < h < 2л) con el vértice en el punto А„ (— n), 
limitado por la parte del cje real т> — п (y=0) y el rayo 
Arg (а + n) = E + 2ka, en cl ángulo de magnitud А con el vértice 
en ol origen de coordenadas, limitado por los rayos Arg w = 0 y 
Arg w = h + 2ma (fig. 16). Cuando л tiende al infinito. el vértice 
A, ве aloja al infinito a lo largo de la parte negativa del eje rea) 
y la longitud del segmento ОВ, tiende al límite lim n tg Ë = A, 


de modo que la posición límite del rayo 4,8, es la recta y = А, la 
cual, junto con el eje real, limita una franja de anchura А. Además, 
es evidente que la posición límite para los rayos que parten del 
vértice del ángulo serán unas rectas paralelas al eje real, y las posi- 
ciones límites para los arcos de las circunferencias con centro en 
el punto 4, serán los segmentos de las rectas perpendiculares al 
eje real comprendidos en el interior de la franja. Como vemos, el 
cuadro de la transformación realizada por la función exponencial 


ES 
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puede obtenerse del cuadro correspondiente de la transformación rea- 
lizada por la función potencial, mediante el paso debido al límite. 

3.6. Pasemos ahora a definir el seno y el coseno de un argumento 
complejo. De las lórmulas 


exp (ix) -cosz+isenz y exp(— 0) = cos e— isen x 


obtenemos las fórmulas conocidas de Euler: 


exp (а) хр) vonr AP eap lia) 
7 . 8 = 


соз г = * 
# Е 


que, por lo tanto, son válidas рага cualquier valor real de л. Сото 
los segundos miembros de estas fórmulas están definidos para ewal- 
quier valor complejo de z (z 5 оо) y, evidentemente, son funciones 
analíticas de z, tenemos aquí dos funciones enteras de z: 


exp (13) | exp (—£) exp (12) —exp (— 12) 
AAA у y , 


que para valoros reales de z = 2 toman valoros reales que coincidon 
con cos х y sen z, respectivamente. Es natural que, por definición, 
la primera de ellas se denote mediante соз z, la segunda mediante 
sen z y que se lamen funciones trigonomélricas principales — coseno 
y seno de 2: 


A LS 00 (здр 
: ‚ senz- е - (64и) 


cosz -= E 


Las fórmulas (3.6:1) so denominan fórmulas de Eulor. 
También se Пата fórmula de Euler la que se obtiene al multiplicar 
ambos miembros de la segunda fórmula por £ y al sumar después 
el resultado con la primera fórmula 


exp (i£)=cos z+¿senz. (3.6:2) 


De las fórmulas (3.6:1) se deduce inmediatamente que соза es 
una función par, y senz, una función impar: 


cos (—2) = coss, sen(—2)=—scnz. (3.6:3) 


De las mismas fórmulas (3.6:1) so deduce que cos z y sen 2 poseen 
período, igual а 2л (puesto que, al variar z en 2л, los argumentos 
de las funciones exponenciales en los segundos miembros de las 
fórmulas varían en -Е2лї, los cuales son períodos de la función 
exponencial). Demostremos que 2л es el período primitivo (prin- 
cipal) de las funciones cos z y sen z. En efecto, si w es un período 
de Ја función cos z, se tience: 


соз{2@- ф) = сова, 
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y para ¿=> obtenemos: 


соз (9+4) =0, 
Pero de aquí se deduce q 


р (о (a: 4)]-0. 


ехр (ө | ajj =—1. 


o bien 


Por consiguiente, según la fórmula (3.5:2) è (20 J- n) = In | — 1 | + 
+ i Arg (— 1) — i (x -+ 2Ёл). o sea, о = Ёл, у como coso = 
= сов 0 — 1, el número k es par y ө = 2Ёл. 

De un modo semejanto se demuestra que 2л es también el perio- 
do primitivo de la función sen z. 

Dediquémonos аһога a demostrar los leoromas de adición para 
las funciones cos z y sen z, es decir, a buscar las relaciones oxisténtes 
entre cos (zı + z.) у son (2, + 2). de un lado, y соз, созд 
sen z, y sen zz. de otro lado (2, У 2, son unos números complejos 
arbitrarios). Las relaciones pedidas se obtendrán como consecnoncia 
del teorema de adición para la función exponencial. 

Sustituyondo сп la fórmula (3.6:2) 2 por д + 2,, hallamos: 


п (30) 22) = exp [i (24 | 2a)) 
оз 2, > [sen 21) (COS 2, |- Esen 2a) 


cos (21-22) Hisi 
2 oxp (із) oxp (iza) 
o bion, efectuando la multiplicación: 
соз (21-21) + isen (д. za) = 
= (соз 2, соз 22 — зеп Z4 зеп 2) `- È (SCN Z4 COS 2 | COS Z; SON 23). 


Poniendo aquí — y —2: en lugar de 2, y 2 y aplicando los 
relaciones (3.6:3). resulta: 


vos (24+ 24) —¿sen (21 + 21) = 
= (cos 2, cos Z — sen 2, sen 23) — (sen 2, cos za | COS 2, Sen Z: 


Sumando y restando estas fórmulas lérmino а término, obtendremos: 


(3 


неа етен ннер ба 


зеп (2, 4-22) = sen z; соз Ze + соз 2, -SCN Za- 
Estas fórmulas son fundamentales en la teoría de las funciones 


trigonométricas. En particular, éstas contienen las denominadas 
«fórmulas de reducción del argumento». En efecto. poniendo en 
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las fórmulas (3.6:4) za =z y 2. = J, obtenemos: 


л 


а а 
cos (2-4 $) = сова соз-у-—вепавеп —senz. 


Я х 
sen (2 | $) =senz cos -$ -cos z sen- = сов. 


Haciendo 2,=2 у 22=12, hallamos otro par de fórmulas de reduc- 
ci 


cos (24- л) =- — sen 2, 
sen (2 1-л) = — cos z, 
ete. 
Poniendo en la primera de las fórmulas (3.6:4) zı =s 
obtenemos Ја siguiente relación entre sen 2 y созт: 
1= cos? z 4- sen? z. (3.0:5) 


Ya vemos que todas las relaciones conocidas de la trigonometria 
entre las funciones trigonométricas do argumento real se conservan 
también en el campo complejo. No obstante, de las fórmulas (3.6:5) 
no se puede sacar la conclusión de que | соз2 |< 1 y |sen z | < 1, 
puesto que, por lo general, cos? т у sen*z no son números reales по 
negativos. 

оп las funciones trigonométricas sen z y cos z están estrechamen- 
te ligadas las funciones hiperbólicas ch z y shz, 
definidas por las fórmulas 

expz+exp(—2) exp —exp(—+) 2 AR 
1 S 5 (3.6:6) 
Cuando z => т es real, estas funciones toman, evidentemente, valores 
reales y coinciden entonces con las funciones ch т y sh т, conocidas 
en el análisis. La primera de éstas (es par) decrece en el semiintervalo 
— оо < z «< 0 desde co hasta 1 y después crece desde 1 hasta оо 
en el semiintervalo 0 << z < оо; la segunda (es impar) crece on todo 
el intervalo infinito — œ < z < + œ desde —оо hasta +00, 
anulándose para г — 0. 

Comparando las fórmulas (3.6:6) con las fórmulas (3.6:1) se 
deduce que entre las funciones trigonométricas e hiperbólicas existen 
las siguientes relaciones: 


ch z = cos (iz), shz = — isen (i 


chz= ‚ shz= 


Do aquí, en particular, se deduce que 
eh? 2—sh? а = {соз (iz)]? + [зеп (#2)? 


Determinemos las partes realese imaginarias, y también los 
módulos de las funciones созт y senz. Poniendo z=x2-+ iy, obte- 


(3.6:8) 
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nemos según las fórmulas (3.6:4) у (3.6:7): 
cos (x+ iy) = cos x cos (iy) — зеп z sen (iy 


coszehy—isen zsh y 


sen (2 + iy) == sen т соз (iy) -- cos z sen (iy) = sen ж с y+ i cos a sh y. 
De aquí 
Re [cos (£— !у)] = сов ch y, Im [cos (z+ iy)] = —ве 


on<sh у, | 
ы ре е алва 
е [sen (z + ¿y)] == зеп ж ch y, Tm [sen (2 ¿y)] = созсвһ y. 


Para los módulos de las funciones cos z y sen z obtenemos las 
siguientes expresiones: 


| соз | = V (оозе Бета)? = 


VI (1 — хеп? 2) F sen ssh? у= Уу зеп 
+ + 


y análogamente, |sen z| = V 81у зеп. 
+ 
Así. pues, 


Те у — ѕепї т, |sen s| Si yF sentr. (3.6:10) 
+ 


[cosz|=Y 
+ 
[shy], 
3.6:14 
=chy>|senz|>|sh yl. 080) 


De aquí se deducen las desigualdades: 
chy |cosz| > Y hy 
+ 


Үз 
+ 
Por cierto, estas desigualdados se deducen inmediatamente de las 
fórmulas (3.6:1). Por ejemplo: 
[eos 2|< Lexp (t2) | ы oxp (—{:) 1 Ич роти Беи =chy, 


1еоз 2 >| Героі ep (н)! |= 


Vemos que los módulos de las funciones cos с y sen z crecen inde- 
finidamente junto con | y | a medida que z se aleja del eje real, 
y que se cumplen Jas siguientes fórmulas asintóticas: 


1 ‚ 1 
| оз 2| =Fexplyi, senz] = 4 exp|yl. 


En la fig. 47 está representada la superficie: u = | sen z |, denomi- 
nada relieve del seno*). Como shy 0 para у5 0, 


*) El dibujo está adoptado de la «Tabla de funciones» de Jahnke у Emde. 
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de las desigualdades (3.6:11) so deduce luego que cos z y sonz no 
pueden anularse fuera del eje real, es decir, que las ecuaciones соз а = 
- 0 y senz — 0 no poseen raíces imaginarias. Por consiguionto, 


j 
{| 


todas las raíces de estas ecuaciones se reducen a las conocidas on la 
trigonomotría: 


2 (206—1) 


hi A 


FIG. 17 


a 


para la ecuación cosz =0 


2=kn para la ecuación senz—0. 


Serñalemos tambi las fórmulas para las derivadas de las 
funciones trigonométricas е hiperbólica: 


СЕ (ia) IN | =i Sl =p 
(senz) =cosz, (chz)=shz, (chz)'=chz. 


— senz, 


3.7. Ocupémonos del estudio del comportamiento geométrico 
de Jas funciones trigonométricas. En este caso podemos Timitarnos 
a estudiar la transformación 


ш = с052, 
Puesto que la transformación w = зел z puede expresarse en la forma 


w= —cos (2+5) 
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у, por consiguiente, su reduce a la traslación del plano en dirección 


del eje real z; == | 4, a la transformación z, — eos 2, y, final- 


mento, a la rotación de Lodo el plano alrededor del origon de coorde- 
nadas en el ángulo л: w = — лу. 

Examinemos primero las preimágenes del punto w en la trans- 
formación w -= cosz, es decir, las raices do la ceuación 


w= coss, ( 


1) 
donde w оз un número complejo arbitrario, distinto de оо. Susti- 


tuyendo cosz según la fórmula do Euler (3.6:1) y poniendo para 
abreviar 


esp (iz) =1, (3.7:2) 
para determinar £ obtenemos la ecuación 


o bien 
P-2ot41=0, (3.7:3) 
de donde 


(1.2) (3.7:4) 


(anto la raíz cuadrada no ponemos el signo doble, puesto que esta 
raíz misma posce dos valores). Evidentemento, el producto de los 
números £, y 2, es igual a 1, por lo cual cada uno de ellos os distinto 


de cero. Designando uno de estos mediante + y el otro mediante + 
obtenemos de (3. 


exp (iz) т(920) y exp (iz) -=$ (+ 0). (3.7:5) 
т 


:2) dos ecuaciones para determinar z: 


Según el ap. 3.5, cada una de estas ecuaciones posce infinitas 


soluciones, que se expresan según la fórmula (3.5:2) 
iZ а ¿Argo 
y 
Р 1 А 1 
ir Im] |А е (ар Argo, 
о bien, 


Argi—iln|1] y —(Argr—ilajr).  (3.7:6) 


Hemos obtenido dos conjuntos infinitos de puntos, situados sobre 
el par de rectas y = Æ In | т |, paralelas al eje real. En cada una 
de éstas los puntos vecinos z’, respectivamente 2", están situados 
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а la distancia 2л unos de otros; además, para cada punto 2', situado 
en la recta y = — Ја | т |, existe en la otra recta у = ln | t | un 
punto z” simétrico con 2' respecto del origen de coordenadas (véase 
la fig. 18, donde | т |< 1). Cuando w = + 1 las raíces ту + de 
la ecuación (3.7:3) son iguales a +1. En este caso, ambas rectas so 
confunden con el eje real y los dos conjuntos de puntos 2' у 2" tam- 
bién coinciden. 

Resumiendo, la ecuación (3.7:1) siempre posce soluciones y el 
conjunto de las soluciones siempre es infinito. De aquí se deduce, 
en primer lugar, que la función w = cos z transforma el plano finito 


FIG. 18 


z sobro todo el plano (finito) w, y, en segundo lugar, que cada punto w 
posce infinitas preimágenes сп el plano z. Esta transformación оз 
conforme en todos los puntos en los cuales (cos 2) == — sen z 5 0, 
es decir, рага 2 + Ёл (k = 0, +1, +2, ...). 

Supongamos que z recorre una recta cualquiera paralela a uno 
de los ejes de coordenadas. Si ésta os la recta z = с + it, paralela 
al eje imaginario, entonces la imagen será la curva L: w = cos 2 = 
=cosccht-—isencsht (véase la primera de las fórmulas 
(3.6:4')). 51 с = ka, obtenemos w = cos kn ch t = (— 1)" cht 
(— оо < t< + оо) о sea. w recorre dos veces la parte u:1 del 
eje real cuando % es раг y la parte и «2 — 1 cuando k cs impar. 


Si с = (2k — 05 obtenemos w = (— 1)"i sh ż, o sea, w describe 


una vez todo el eje imaginario en dirección del crecimiento de u 
cuando д es par y en dirección del decrecimiento de и cuando / es 
impar. 


Supongamos ahora que с m3 (para cualquier entero т). Es- 
cribamos la ecuación de la curva Z en la forma: 
u=c0gc-cht, v=-—senc-shi (—0o<it<oo) (3.7:7) 
о bien, eliminando el parámetro 2 (созс 0 y son c 0): 


u 


coste 


(3.7:8) 
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Hemos obtenido la ecuación de una hipérbola con los semiojes 
| eos e | y | sen e | y con los focos en los puntos +1. 

Sin embargo, no hay que creer que la curva / coincido con toda 
osta hipérbola. De Ja representación paramótrica (3.7:7) de L se 
deduce que ш conserva todo el tiempo un mismo signo, que coincide 
con el signo de cos с, mientras que v varía de una manera continua 
y төй буда desde cs hasta +o (o al revés). De aquí se deduce 
que la спгуа /, solamente coincide con una de las dos ramas de la 
hipérbola (3.7:8), precisamente con la rama de la derecha si cos с => 0, 


Y 


(2) v, (w) 
Ш, 
Y z 
| 1. Ре 
л I z г 2) 
Я 1 я 


FIG. 19 


y con la rama de la izquierda si cos с < 0 (fig. #9, en la cual en la 
mitad de la derecha están representadas las imágenes de tres rectas 
del plano а: 

=a), П (== 30) y ш (2=е, donde 39 сел). 

Además, la transformación de la recta z = с + it еп la гата co- 
rrespondionte es biunívoca y cada una de las dos semirrectas, en las 
que se divido nuestra recta рог el eje real, se transforma biunívo- 
camente en una de las semirramas, en las que se divide la rama de 
la hipérbola en el vértice. 

Supongamos ahora que z describe una recta V: z= t- ic, 
paralela al cje real. Su imagen será la curva Z’: 


1w=0c082=c0stchc'—isentshe'. 


Cuando с" = 0, /' es el eje real y L’ tionc la ecuación w = cos t 
(— оо < t< + оо); por consiguiente, w describe infinitas veces 
el segmento — 1 < и < 1 del eje real, correspondiéndole a cada 
segmento de la recta 1° de longitud 2л un doble recorrido del seg- 
mento indicado. Supongamos que с' 52 0; entonces escribimos la 
ecuación de la curva Z’ en la forma: 


u=costche”, v=—sentshe, (—oo<t< o0) (3.7.9) 
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у, Climinando el parámetro 2 (сћ с" 0, she” +0), obtenemos: 


(8. 


10) 


Esta es la ecuación de una elipse con Jos зетісјев | che” | y 
| sh e” | y eon los focos en los puntos +1. De la representación para- 
métrica (3.7:9) de la curva Z’ so deduce que el punto w recorre in- 
finitas veces la elipse en una misma dirección, correspondiendo 
cada recorrido a un desplazamiento del punto z a lo largo de la recta 


ш (ш) 


FIG. 20 


z — L — ie n la distancia 2л (fig. 20, donde en la mitad de la derecha 
están representadas las imágones de dos rectas del ¡Muno z: 1 (y = 0) 
y ll (y = с 0)). 

Resumiendo, la transformación w = cos z hace corresponder a la 
red ortogonal de rectas paralelas a los ejes coordenados, la red de elip- 
ses e hipérbolas con los focos comunes +1. Como la transformación 
es conforme en todos los puntos del plano z, a excepción de los puntos 
de la forma 2 = hn (k= 0, +1, +2, ...) (las imágenes de los 
cuales son, precisamente, los focos indicados), la rod de elipses e 
hipérbolas homofocales también tiene quo sor ortogonal. 

3.8. Tomemos en el plano z una región g que se transforme biu- 
nivocamente mediante la función w == cos z еп la rogión correspon- 
diente del plano w. Esta región se puede elegir de muchos modos. 
Hay que preocuparse solamente de que a ésta no le pertenezcan dos 
preimágenes de un mismo punto ш. Elijamos por g, por ejemplo, Ја 
semifranja de anchura В (0 < A < 2л), paralela al eje imaginario, 
con la base en el eje real (fig. 21). Evidentemente, ésta satisface + 
a las condiciones pedidas. En efecto, si para algún punto zo € g. 
соз 2, == wo, Ontonces, como ya so sabe (pág. 121—125). todas las demi 
preimágenes del punto шо en el plano z tienen que estar situadas, 
en una de sus partes, en la recta paralela al eje real que pasa por el 
punto Zo, y en la otra parte, en la recta simétrica а la primera con 
respecto al eje real. Pero las preimágones situadas en la primera 
recta están a unas distancias del punto z, que son múltiples de 2л; 
como la anchura de la semifranja по ез superior а 2л, ninguna de 
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éstas so situará dentro de la semifranja o en su frontera. La segunda 
recta carece de puntos comunes con la semifranja. En resumen, la 
función w = cos z transforma biunívoca y conformemente la región 
g en cierto conjunto de puntos del plano to. 

Para construir este conjunto, hagamos describir al punto z la 
frontera y de la región g de modo que éste recorra continna y suce- 
sivamente, primero el lado І de la semifranja, después la base LI y, 
linalmente, el otro lado 111 de la semifranja. Entonces, el punto 


FIG. 21 


соз z describirá también continua y sucesivamente la semirra- 
та (1) de una hipérbola, después pasará por la parte (11) de la 
curva que es la imagen del eje real y se representa por el segmento 
= 1н 1, v — 0 (como la longitud de la base de la semifranja 
uo es superior a 2л, el punto w recorrerá el último segmento no más 
de dos veces). y, finalmente, pasará una semirrama más (111°) de 
ciorta hipórbola. 

La imagen completa obtenida en el plan 
la región g —designémosla mediante T— divide el plano en de 
regiones: afirmamos que una de éstas os Ja imagen buscada d de la 
región g. Indiquemos dos métodos generales mediante los enales 
es posible señalar cuál de las regiones halladas os precisamente la 
imagen de la región g- 

El primer método consiste en que se toma algún punto za € g 
y se señala su imagen 10, = cos те. Esta imagen no puede pertenecer 
al circuito Г, ya que en caso contrario una de las preimágenes del 
punto шо perlenecería a la región g y la otra, a la frontera y de esta 
región, lo cual, como ya se vio, es imposible, Por consiguiente, el 
punto шо se situará en una de las regiones indicadas anteriormente, 
Esta región será la buscada. 
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El otro método consiste en que se señala el sentido del recorrido 
de la frontera y de la región g. Esto se puede hacer, por ejemplo, 
figurándoso un observador que se desplaza а lo largo de la frontera 
de la región g junto con el punto z y que anota hacia qué lado del 
mismo sc encuentra el interior de la región. Duranle el recorrido 
admitido en nuestra figura, la región g quedará, evidentemente, a la 
izquierda del observador. Obliguemos ahora al observador a des- 
plazarse por Г junto con el punto w = cos z. Entonces verá la imagen 
de la rogión g del mismo lado, es decir, en nuestro ejemplo, a su 
izquierda. 

Expongamos la demostración de todas estas afirmaciones. 
Supongamos que para el punto 2, € g su imagen у pertenece a la 
región d. Demostremos que, entonces, para cualquier otro punto 
Z, € g Su imagen w, también pertenece a la misma región d. Tracemos 
рог el punto 2, una recta paralela al eje imaginario hasta la inter- 
sección en el punto 2; con la rocta que pasa por el punto Zo y es para- 
lela al eje real. Al moverse desde el punto =, por el segmento de la 
última recta hacía 32, el punto correspondiente w = cos z se moverá 
por el arco de elipse con los focos +1, que pasa por шуо hacia сі punto 
шз = cos ту. ln el camino no se encontrará con ningún punto de la 
frontera Г de la región d. En caso contrario, habría un punto w que 
sería imagen de uno de los puntos situados en y y también, imagen 
de algún punto de la región g (del segmento дул»), lo cual, como es 
sabido, es imposible, Así, pues, todo el arco de elipse wgw, pertenece 
а la región d. También pertenece a ésta el punto ws. Supongamos 
ahora que z so mueve por el segmento de la recta desde ol punto za 
hasta el punto 2,. Jl punto correspondiente w = cos z se moverá 
por el arco de una hipérbola con los focos +1, desde el punto wg 
hasta el punto шу = cos 2;, y como de nuevo no es posible encon- 
trarse con ningún punto de Г, todo esto arco de hipérbola. inclusive 
su extremo ич, pertenecerá a la región d. Así, pues, la imagen do 
cualquier punto 2, Є g pertenece a la misma región d a la que per- 
tenece también la imagen del punto =, Є g. Por consiguiente, toda 
la imagen de la región g está contenida en d. No queda más que 
demostrar que dicha imagen coincide con d, para lo cual hay que 
verificar que cada punto ш” € d es la imagen de cierto punto z’ Є g. 
Tracemos por ш” un arco de hipérbola con los focos +1 hasta la 
intersección en el punto w” con el arco de la elipse que pasa por el 
punto wa. De este modo, obtenemos un arco de olipse waw” y un 
arco de hipérbola w°w’ pertenecientes por completo a d. Hagamos 
describir al punto z el segmento de la recta paralela al eje real que 
pasa por el punto zp, desde ol punto de intersección con el lado I 
hasta el punto de intersección con el lado 11. El punto correspon- 
diente describirá un arco de elipse, comprendido en la región d, 
desde el punto de intersección con la semirrama do la hipérbola 17 
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hasta el punto de intersección con la semirrama 1117, y, por consi- 
guiente, pasará por el punto ш”. De aquí se deduce que el segmento 
indicado de recta contiene la preimagen z” del punto w”. Describamos, 
Tinolmente, la semirrecta paralela al eje imaginario que pasa por 
el punto z”. Su imagen será la semirrama de la hipérbola con los 
focos +1, que pasa por el punto w”. Pero esta semirrama pasa рог 
ol punto ш”. Por consiguiente, la semirrecta indicada contiene a la 
preimagen 2' del punto w. 

Queda demostrado que ш” pertenece a la imagen р, de donde, en 
virtud de la arbitrariedad del punto ш", se deduce la coincidencia 
de la imagen de la región g con la región d. Ahora ya es fácil argu- 
mentar cl método de elección de la región que es la imagen de la 
región g, basándose en la correspondencia entre los recorridos de 
los circuitos y y T. Supongamos, por ejemplo, que recorremos el 
lado I de la semilranja g on la dirección señalada por la flecha, de 
modo que la región g se muntiene a nuestra izquierda. En algún 
punto œ € | tracemos hacia dentro de la región un segmento de la 
normal а Ja frontera. En este caso, el segmento irá por una recta 
paralela al cje real. La imagon de este segmento tiene que pertenecer 
а la imagen de la región g. En el caso considerado ésta representa 
un arco de la elipse que pasa por un punto ф == cos «, situado en 
la semirrama de la hipérbola Г, y, por consiguiente, por imagen de 
la región g se debo elogir aquella región (ya se ha verificado que la 
imagen de la región g es una do Јаз regiones limitadas por el circui- 
to Г) hacia Ja cual está dirigida este arco elíptico. Recordemos ahora 
que on la transformación conforme по sólo se conservan los valores 
de los ángulos sino también los sentidos de sus direcciones. También 
tiene que conservarse el sentido dela dirección del ángulo compren- 
dido entre la parte de la frontera y que parte del punto œ en la 
dirección del recorrido y la normal interior. Pero la indicación de 
que durante el recorrido del circuito y la región se mantiene a la 
izquierda del observador es equivalente al hecho de que el obser- 
vador, situado en el punto а, tiene que girar un ángulo recto de la 
derecha hacia la izquierda para ver por la normal el interior de la 
región g. Debido a esto, el observador que recorre Г y se encuentra 
en el punto B = соз с: también tiene que girar un ángulo recto de 
la derecha hacia la izquierda para ver en la dirección de Ja imagen 
de la normal (del arco de elipse) ol interior de la imagen do la región g. 
Esto significa que la imagen buscada de la región g estará situada 
а la izquierda del observador, lo cual se afirmaba. 

Señalemos en conclusión que, por Jo general, la forma de la 
región d varía junto con la variación de la disposición y anchura 
de la semifranja g. En la fig. 22 se ha representado el caso quo tiene 
lugar cuando la base de la semiiranja pertenece a uno de los inter- 
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valos de la forma (kx, (k + 1) л). El caso representado en la fig. 21, 


que se caracteriza por que la base de la franja, al hacer la transfor 
y o 
ГД СД 
т Я u 
FIG. 22 


mación, parece partirse en el punto w = 1 o w= —1, tiene lugar 
cuando la base de la semifranja contiene en su interior un punto de 
la forma kn. 


$ 4. FUNCIONES RACIONALES. FUNCION НОМОСНАЕІСА. 
GEOMETRIA DE LOBACHEVSKI. 
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


4.1. En el párrafo precedente se estudiaron unas cuantas repre- 
sentantes más elementales de la clase de funciones enteras. Siguiendo 
el orden de aumento de generalidad, después de la clase de funciones 
entoras viene la claso de funciones meromorfas. Así 
se llaman las funciones que pueden expresarse en forma de una 
razón de dos funciones enteras. El vocablo mismo «meromorla» 
proviene de las palabras griegas uspio (parto, fracción) y popph 
(forma) y significa esemejante а una Fracción». Está claro que cada 
función entera f (т) es a la vez meromorfa, puesto que puedo expre- 


ѕагѕе en la forma т Naturalmente, lo recíproco no es justo, como 


muestra el ejemplo de la fun 


ón L. Esta función os meromorfa 
poro no es entera, ya que toma el valor co en el origen de coorde- 
nadas. 

Las representantes más simples de la clase de las funciones mero- 
morfas en cl sentido propio de esta palabra (es decir, que por lo 
general no se reducen a las enteras), son las funciones ra- 
cionales. Así se llama toda función que puede expresarse en 
forma de una razón de dos pol 


ла) 
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(el denominador no os idónticamente igual a сего). Supondremos 
que la fracción РӨ) es irreducible, es decir, que las ecuaciones 
Р (у = 0 y 0 (2) = 0 carecen de raíces comunes. Supongamos, 
además, que a, 0 y Б„ эё 0, es decir, quo P (2) y Q (2) son de 
grados (¡exactos!) л y m, respectivamente. Designemos por ол, 

- э %p todas las raíces distintas entre sí de la ecuación /* (2) — 0, 
y рог ki. ka, ..., kp, sus órdenes de multiplicidad; del mismo 
modo, sean Bi, ..., В, todas las raíces distintas entre sí de la 
ecuación Q (2) = 0, y 1, ..., ly, sus órdenes de multiplicidad. 
Entonces (4.1:1) puede escribirse así: 


Pa a Т 
10) 00 ев @—Буч ` (raay 


Evidentemente, cualquiera de los números 91, «as жр es distin- 
to de cualquiera de los números By, ..., бш; en caso contrario los 
polinomios P (2) y Q (2) no serían primos entre sí. Además, y -- 
+... ел y +... 41 = т. En cada uno de Jos 
puntos z = <<, la función f (2) so anula y en cada uno de los puntos 
Z= |, toma el valor co. Los puntos æ, se llaman ceros y los 
puntos Br, polos de la función racional f (z). Los números k, 
y 1, que les corresponden, se llaman órdenes de multi. 
plicidad de los ceros odo Jos polos, Siel orden 
de multiplicidad %, (о Z) es igual a uno, el cero a, (о el polo fy ) se 
llama simple, si el orden de multiplicidad es mayor que uno, 
se lama múltiple. 

De esta dofinición so deduce que los ceros de la función f (2) son 
polos de la función Ta + Vlos polos de (z) son coros de piz consorván- 
doso sus órdenos respectivos de multiplicidad al pasar de / (z) a 5 
(ев decir, que el coro de un orden determinado so convierte en polo 
del mismo orden, y viceversa). La función racional está definida еп 
los puntos [ү por las condiciones f (B) = о (t = 4, 2, +0) 
definámosla ahora en el punto del infinito haciendo f (eo 
= lim / (z). Obtenemos, evidentemente, 

е 


1) у (о) =0 si n< m, 
2) (оо) = 2 sin=m, 


3) / (оо) = оо si n>m. 


En el caso 1) se dirá que f (z) tiene un cero en el punto del infi- 
nito, y en el caso 3), que tiene un polo en el punto del infinito. 
Para atribuir a este punto un orden de multiplicidad determinado, 
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hagamos la transformación previa 2 = + que hace corresponder 
a z = оо el punto E = 0. Entonces resulta: 


Se distinguon los siguientes casos: 
1) n < т; ontonces 


уш E 00 
w0- aa + 0) 


Esta función racional posee un cero de orden m — n en el punto 
$ = 0. De acuerdo a esto, se que f (z) posee un cero del mismo 
orden m — n on el punto 2 = оо. 

2) n = m; entonces 


andans.. лоў" 


Фра" 


Esta función racional no tiene ni сего ni polo en el punto $ = 0 
(se hace aquí igual a 72) . De acuerdo a esto, f (z) tampoco tiene cero 
n 
ni polo en el punto 2 = оо (se hace aquí igual a р"). 
3) n > т; entonces 


Ф@= 


оа 


Foos") ` 


Esta función racional tiene un polo do orden п — т en el punto 
č = 0. Respectivamonte, se dirá que f (z) tiene un polo del mismo 
orden n — m en ol punto 2 = оо. 

Determinemos el número tota] de ceros o de pulos de la función 
racional en el plano ampliado, contando cada uno de ellos de acuerdo 
а su ordon de multiplicidad. Anto todo, obtenemos hy +... 
у; + + kp == n ceros finitos. Si n> т no hay cero en ol infinito. 
Si п << m, obtenemos otro cero en el punto del infinito, de orden 
m — n, y el número total de ceros se hace igual a n + (т — п) = 
= m. Si en todos los casos designamos con Y el mayor de Jos núme- 
ros m y т: 


an+ anè 
С" (bmt bm-15 


max (m, n), 
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y lo llamamos orden de la función racional 
7 (2), obtenemos que el número total de ceros de la función f (z) 
en el plano ampliado es igual al orden de esta función. El número 
total de polos resulta exactamente igual. Precisando, si n < m, la 
función f (2) no tiene polo еп el punto del infinito y todos sus polos 
son finitos. Pero cl número de estos últimos es l +... ч. 
= т = N. Si n>m, además de los m polos finitos, Ја función 
f (2) posee también un polo de orden n — m en el punto del infini- 
to. Por consiguiente, su número total de polos es m + (з — т) = 


Sea ahora A un número complejo arbitrario, distinto de 0 y de oo. 
Averiguemos todas las raíces de la ecuación 


= 29 =A (4.1:3) 


о, lo que es lo mismo, Jas raíces de Ја ecuación 


0. 


Р (@ф— AQ G) 
аса л 


(4.4:4) 


Si se alribuyo а cada raíz de la ecuación (4.1:3) el mismo ordem 
de multiplicidad que епс esta misma raíz en la ecuación (4.1:4), 
se puede afirmar, según lo anterior, que el número total de raíces 
de la ecuación (4.1:3), igual al número de ceros de la función Ё (z) = 
= POLLO, tiene que coincidir con ol orden do esta última. 
Poro, si п > m, el grado dol polinomio P (z) — AQ (2) оз igual a n 
y, por consiguiente, el orden de la función F (z) también es igual 
a'n, es decir, coincide con ol orden de la función f (2). Cuando n = т, 
ol grado del polinomio P (2) — AQ (2) no es superior a л, y como el 
grado del polinomio Q (2) es igual a п, el orden de la función F (2) 
es igual а л, o sea, de nuevo coincide con el orden de la función 
f (a). Finalmente, si п < m, el grado del polinomio P (z) — AQ (гу 
os igual a т (А > 0), y como el grado del polinomio 0 (2) también 
es igual a m, el orden de la función £ (2) es igual а m. Рог consi- 
guionte, en este caso, el orden de la función £ (z) también coincido 
con el orden de la función / (2). Resumiendo, en todos los casos, los 
órdenes de las funciones f (2) y P (2) son iguales, de donde se deduco 
que el número total de raíces de la ecuación (4.1:3) en el plano ampliado 
es igual раға todos los valores А y coincide con el orden N de la fun- 
ción f (2). 

Queda revelado, pues, que la conocida propiedad de los polino- 
mios de tomar cualquier valor 4 en un mismo número de puntos del 
plano, igual al grado del polinomio, so extiende a cualquier función 
racional sustituyendo el grado por el orden. 
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Como ejemplo, examinemos la función f (2) ==% 


tiene dos coros simples: +i y dos polos simples: +1. Рага el valor 
А = 1 la ecuación 


no tiene raíces. Pero tiene una raíz doble en el oo, puesto que el 
grado del denominador de la fracción es dos unidades superior al 
grado del numerador. 

De los resultados obtenidos se deduce que una función racional 
ш = f (2) de orden N transforma el plano ampliado en el plano ampliado 
de tal modo, que cada punto w = f (z) posee generalmente N preimá- 
genes en el plano z. Para algunos valores 10 el número de preimágenes 
distintas entre sí puede resultar menor que №. Así, por ejemplo, 
si f (z) tione ceros múltiples o polos múltiples, a los puntos w = 0 
o w= оо les corresponderán menos de W distintas preimágenes 
en el plano z. 

Los demás valores w (ш 52 0, ш ++ оо) de este género se ohtionen 
buscando las condiciones según las cuales la ecuación 


Pl Р (00) с 
00) TE 


tiene raíces múltiples. 'Todas las raíces múltiples finitas de la 
última ecuación coinciden con las raíces múltiples de la ecuación 


P()—w0 ()=0, 
у, por consiguiente, satisfacen también a la ecuación 
P"(2)—wQ (2) =0 
y, finalmente, а la ecuación de grado no superior а m+r— 1, 
PQ ()—P"()0()=0. (4.4:5) 
Esta última posee no más de m-+n—1 raíces distintas Yi, Pz ..., Pro 
a las cuales corresponden no más de m+n-—1 distintos valores 
PG 
шў 
que poseen un número menor que У de preimágenes. 


Obsérvese que todos los ceros múltiples finitos de f(z) satis- 
facen a las ecuaciones 


P()=0 y Р'(2)=0, 
y los polos múltiples finitos, a las ecuaciones 


Q(3=0 y Q()=0. 


=w 0 sea 


(¡=1,2, ..., г). 
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Por consiguiente, tanto unos como otros satisfacen también a la 
ecuación (4.1:5), o sea, so encuentran entre sus raíces yj. Debido 
a esto, los números 0 y co también se encontrarán entre 105 r números 
10, (cuando existan ceros múltiples finitos o polos múltiples fini- 
tos). Sin embargo, puede ocurrir que la ecuación f (2) = f (оо) 
; entonces 
finito) no se encon- 
trará entre los números wy (j = 1, . . ., r) y, por consiguiente, habrá 
que añadirle a éstos. El número de puntos obtenidos no será supe- 
rior a m + n. 

Resumiendo, en todos los casos, el número total de aquellos puntos 
del plano w que poseen, cada uno de ellos, menos de N prelmágenes, 
по es superior a m + п. El conjunto de todas las preinágenes de estos 
puntos consta de los puntos ү, . .., yr; а veces, a estos puntos 
hay que agregar también el punto оо. 

Si z es distinto de los polos de la función f (2) y del punto del 
infinito, la función f (z) posee derivada 


н ROF і 


para que ésta no sea igual а cero, hay que exigir también que el 
punto z no coincida con ninguno do los puntos y; (J = 1, ..., г). 
De aquí se deduce que la transformación w = f (2) es conforme en 
todos los sitios, а excepción, posiblemente, de un número finito 
de puntos. 

Dejamos a cuenta del lector la demostración de que la transfor- 
mación es conforme también en cualquier polo simple de la fun- 
ción f (z), y también en el punto del infinito, suponiendo que z = оо 
no es una raíz múltiple de la ecuación f (z) = f (оо). Del mismo 
modo se puede demostrar que la transformación no es conforme en 
cada uno de los puntos y, (7 = 1, 2, ..., r), a los cuales hay quo 
añadir también yọ = оо, si z = оо es una raíz múltiplo de la ecua- 
ción f (2) = f (оо). Precisamente, el ángulo con el vértice en el 
punto y, aumenta en la transformación w = f (z) on un número de 
veces, igual al orden de multiplicidad de la raíz y, en la ecuación 
$ = f (v) G = 0, 1, 2, ..., р). 

«2. De los resultados del apartado anterior se deduce que la 
función racional de primer orden, es decir, la función homográfica 


ш = L (z) = GEL, es la única de las funciones racionales que rea- 


liza una transformación biunívoca del plano ampliado sobre sí mismo- 
(En este caso hay que exigir además que el determinante de la fun- 
ción L (2) sea distinto de cero: ad — bc + 0; cuando no se cumple 
esta condición, /, (z) se hace idénticamente igual a wna constante, 
o sea, Lransforma el plano ampliado en un punto). Ya se vio en el 
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ap. 2.3 que la transformación w = £ (2) es conforme en todos los 
puntos del plano ampliado. En las cuestiones más diversas de la 
teoría de las funciones de variable compleja se suele recurrir a esta 
transformación (a sus distintos casos particulares). Debido a esto, 
mereco un estudio particular. Consideremos aquí sus propiedades 
principales. 

Estudiaremos el conjunto M de todas las transformaciones 


homográficas con el determinante diferente de cero. Dos transfor- 
maciones 


+ by 
Га) у h= 


se consideran iguales cuando, у sólo cuando, L, (2) = L: (z) para 
todos los valores de 3. Para esto es suficiente que los coeficientes 
correspondientes sean proporcionales entre sí: 


а=, = М, с=с y =, (50). 


Estas mismas condiciones son necesarias. En efecto, si Z (2) = 
= La (z), entonces, en particular, 


L1(0)=L2(0), £:(1)=L2(1) y 2, (ое 
lo cual significa que 


nt E а аз 
cr Р. apd тараў а 7а Т 


Poniendo eu Ја igualdad dol medio 
bi=dip, b=dp, а= Y а= cx 


La (00); 


obtenemos 
0404р. со1+- дзр МЕР 
тера da? 9 Sea, (сайа — ой) (0— р) = 


Pero q p (еп caso contrario sería sh , es decir, а, Вс. =0 
\ 


lo cual contradice а la hipótesis) . Por consiguiente, 


Г МЕ AN 
ч a a 4а н 


que es lo que se quería demostrar. 

De lo expuesto se deduce que el valor del determinante de la 
transformación homográfica no es, de por sí mismo, característico 
para esta transformación. En efecto, al pasar de los coeficientes 
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а, bi, су y d; a los coeficientes 2as, 201, Ас, y Adi (4 > 0) el deter- 
minante se multiplica por 22. Pero, en todo caso, este determinante, 
siendo distinto de cero para algunos valores de los coeficientos, 
so mantiene siempre distinto de cero. 

La transformación 


U (2)=z, 
perteneciente, evidentemente, al conjunto M, se llamará trans- 
formación idéntica o unidad. 
Llamaremos inversa con respecto a una transformación 
аъ 
а= 1()= афа 
а la translormación según la cual рага cada z se toma por imagen 


su proimagen 2, en la transformación dada. La transformación 
inversa es 


ь 
<a Fa" 


La transformación inversa con respecto а L se designará me- 
diante La 
Si 


ab E aitb 
атау з= (e ar 


son dos transformaciones homográficas arbitrarias (como siempre, 
con los determinantes distintos de cero), la transformación que 
se obtiene al realizarlas consecutivamente una tras otra en cierto 
orden, se llama p ro d u с t о de las transformaciones dadas, Supon- 
gamos qne se ofectúa primero la transformación 2, = L (z), y después 
la transformación 2; = Lı (zı). Entonces su producto se designa 
mediante 2; L (2). Para éste se tiene: 


а= 109) [a o]: [0 5а] 
= ааз -+ cb) 2+ (bas + dbi)) : (ас, + cdi) z- (De, + ddi)1. 


Por consiguiente, 2, = LL (z) también es una transformación homo- 
gráfica; para su determinante obtenemos: 


cbi) (be, + dd) — (ba, + 45у) (acı + cdi) = 
= (4—0) (asd — b,c) 0. 


Así, pues, la transformación L,L (2) pertenece al conjunto M. 
Evidentemente, 


Z;= L (2) == 


(аа 


LLA (2) =17L (2)=0 (2). 
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Obsérvese que la transformación 2; = LL, (2). obtenida al 
realizar primero la transformación д = Ly (2) y después la trans- 
formación з» = L (21), se diferencia, genoralmente, de la transfor- 
mación £,L (2). Así, por ejemplo, si 


20-р y 209-854, 


se Liene 


22—1, mientras que LL; (2) = 


La operación definida de multiplicación de transformaciones 
es asocialiva, es de para cualesquiera transformaciones homo- 
gráficas L, Га y Le, se cumplo la igualdad 

(LL,) L= L (LiL). 
Esta propiedad se comprueba fácilmente. En efecto, supongamos 
que La (2) +22. Entonces 
(LL) La (2) = ЛА [La (2)1= Lis (а) 


y 
B (LLa) (д) = L 1414 (21 = Li (23), 
así, pues, 
(Са) La (2) = L (LiL) (д). 


La propiedad asociativa so extiende al producto de cualquier 
número de transformaciones. Esta nos libra de la necesidad de 
poner los paróntesis en esto producto. Así, por ejomplo, 


L {l (LaLg)1 (2) = LL y (Lalo) (в) = L (LiL) Га (2) =... = L Li LaLa (з). 


Como el conjunto M, junto con cada dos transformaciones L 
у Li, contiene también su producto LiL (y LLy). y junto con la 
transformación L contione también la inversa Z^}, éste forma un 
grupo de Lransformacionos *). 

3. Veamos la demostración de la propiedad homo- 
cíclica (o circular) de la transformación homográfica, que se 
expresa en que la imagen de una recta o una circunferencia en la 
transformación w = 2 (z), es una recta о una circunferencia; la 
imagen de una recta puede ser una recta o una circunferencia y, 
dol mismo modo, la imagen de una circunferencia puede sor una 
recta o una circunferencia. 

Para una funcion lineal entera 2 (д) = az + f esta propiedad 
es inmediata, puesto que la transformación w = L (z) so reduce 


*) Véaso, por ojemplo, A. Kurosch, Curso de álgebra superior, Editorial 
Mir, Moscú, '1968, $ 63. 
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a una traslación (cuando æ = 1) о a una rotación seguida do una 
homotecia (o dilatación) (si œ 52 1); véase el ap. 2.3. 
Consideremos ahora la transformación 


u=A()=> 


que utilizamos ya varias veces. 

Evidentemente, la ecuación de cualquier recta o circunforencia 
puede expresarse en la forma 

А (а-у) +2Bx42Cy4+D=0. 

Cnando А = 0 у B у C no son simultáneamente iguales а cero, 
resulta una rocta, y cuando А = 0 y B? + С° — AD >> 0, resulta 
una circunferencia. Sustituyendo aquí 22 + y? por 22, 22 por z + 2 
y 2y рог —i (z — 2), representamos esta ecuación en la forma 


A2z-(B—iC)24+(B+10)24+D=0, 


o bion 
Аш 


(4.3:1). 
donde £ = В + Ci. Aquí A = 0, у el número complejo Е es distin- 
(о de cero en el caso de una recta y А = 0 y EE — AD >0 en el 
caso de wna circunferencia. Recíprocamonie: cualquier ecuación 
do esta forma con coeficientes reales A y D y coeficientes complejos 
conjugados E y E será la ecuación de una recta si А = 0 y el núme- 
ro Ё os distinto de cero, y la ecuación de una circunferencia, si 
А з 0 y EE — AD > 0. Para cerciorarse de esto, es suficiente 
pasar de z a г e y sogún las fórmulas 
z= Lyi, 2=2+ ly, 2=x—iy. 

Queriendo obtener la imagen de la línea (4.3:1) en la trans- 
formación w=-, sustituyamos z en la ecuación (4.3:4) por -1 
Obtenemos: 


o bicn 
Dww+Ew+Ew+4+A=0. (4.3:2) 
La ecuación (4.3:2) tiene la misma forma que la ecuación (4.3:1) 


con la sustitución de А por D, D por A y E por E. De aquí se deduce 
que si D = 0 ésta os la ecuación de una recta (puesto que entonces 


será А = 0 y E%0, o bien Аз=0 y EE — AD = EE > 0, es. 
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decir, de nuevo Æ 4 0), y si D 40, la ecuación de una circunferen= 
cia (puesto que cuando А == 0 la ecuación (4.3:1) represontaba una 
circunferencia y, por consiguiente, se cumplía la condición ЕЁ — 
— Ар >> 0, mientras que cuando А = 0 ésta representaba una 
recta, por consiguiente, Æ era distinto de cero, de donde ЕЁ — AD= 
= ЕЕ > 0). Queda demostrado que la imagen de una recta o de una 
circunferencia en la transformación ш = А (ш) = es una recla 
o una circunferencia. 
Considerando una función homográfica arbitraria 


ш= 10) (0), 


Pongamos 


а= 010) = +4, 2 -=A(2) 


a , beod 
с е 


entonces Z (2) se escribirá en forma del producto de (гоз trans- 
formaciones: 
L=L¿AL,. 


Como, en cada una de las transformaciones Ls, A у La, la imagen 
de una recta o circunferencia es una recta o circunferencia, la trans- 
formación L posee la misma propiedad. Queda demostrada por 
<ompleto la propiedad homocíclica de la transformación homográfica. 

Designemos mediante ё = — 2 el polo de la función homográ- 
fica L (2) = = (с = 0). La imagen deleada recta o circunferen- 
cia que pasa por ð tiene que contener al punto del infinito £ (8) 
= co, y, por consiguiente, no puede ser una circunferencia. En 
virtud de la propiedad homocíclica, esta imagen es una recta. La 
imagen de una recta o una circunferencia que no pase por el punto 5, 
no puede contener al punto del infinito y, por consiguiente, no 
puede ser una recta. En virtud de la propiedad homocíclica, esta 
imagen es una circunferencia. Resumiendo, en la transformación 
ш = L (z) todas las rectas y circunferencias que pasan por el polo б 
de esta función se transforman en rectas del plano w, mientras que las 
rectas y circunferencias que no pasan por ё se transforman en circunfe- 
rencias del plano w. 
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Supongamos que w = L (2) os una función homográfica arbitra- 
ria; sea ү una recta o circunferencia del plano 2, y sea Г su imagon 
en el plano w (ез decir, también una recta o circunferencia). Consi- 
deremos las regiones g, y gz limitadas por la línea y en el plano 2; 
éstas son dos semiplanos o el interior у el exterior de una eireno- 
ferencia. Demostremos que la imagen de una de éstas es una de las 
dos regiones limitadas por la línea Г en el plano w, mientras que 
la imagen de la otra es la segunda de dichas regiones. En efecto, sea 
2, un punto de la región g: y zz un punto de la región g». Como zy 


FIG. 23 


y 2 no están situados en y, las imágenes de estos puntos ш; у Wa 
no pueden estar situados en Г y, por consiguiente, se sitúan en las 
regiones en las que Г divide el plano w. Si éstos estuviesen situados 
en una misma rogión, entonces podrían unirse mediante un segmen- 
to А de recta (o arco de circunferencia) que no tuviese puntos comunes 
con Г (fig. 23). La proimagen del segmento A en el plano 2 tiene que 
sor un segmento de recta (о de arco de circunferencia) д que una 
2, Y Za y que no tenga puntos comunes con y. Pero la existoncia de tal 
segmento contradice a que 2; у =: están situados en distintas regiones 
21 y йз. Por lo tanto, si Jos puntos 2, y 2; pertenecen a distintas 
regiones g, y ga, Sus imágenes w; y ш. también pertenecen a distin- 
tas regiones limitadas por la línea Г. Designemos mediante G; la 
región que contiene a w, y mediante Су, la que contiene a wz, y de- 
mostremos que la imagen de la región g, es Gs, y la imagen de la 
región gz ез Ga. 

En efecto, si, por ejemplo, z” es algún punto do la región gı. 
entonces el hecho de pertenecer 2” y 2; a distintas regiones gı у g2 
implica, según lo demostrado, que sus imágenes w” y 1, pertenecen 
a distintas regiones бү y С». Pero ws pertenece а Gz, por lo cual 
ш” pertenece а бү. Así, pues, la imagen de cada punto de la región g4 
pertenece a бү; del mismo modo, la imagen de cada punto de la 
región ga pertenece а Gz. "Tomemos, finalmente, un punto arbitrario 
w de la región G,. Este tiene que ser la imagen de uno de los puntos 
2 de la región g, о g» Pero zno puede ser un punto de la región 
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д2. puesto que en caso contrario w sería un punto de la región Gz. 
Por consiguiente, ш ез la imagen del punto z, perteneciente a дү. 
Resumiendo, бү es la imagen de la región дү, y Gz. la imagen do la 
región gə. Por consiguiente, queda demostrado que dos regiones 
limitadas рог la línea y so transforman en dos regiones limitadas 
por la línea T, además, queda vorificado que para saber cuál pre- 
cisamente de las dos regiones, Jimitadas por la linea Г, es la imagen 
de la región dada gy, limitada por la línea y, es suficiente observar 
Ja imagen шү de un solo punto 2; Є g:; la región С, a la cual pertenez- 
са w, será la imagen de la región дү. 

4.4. Si la transformación homográfica w = Г (z) es distinta 
de Ја idéntica, ontonces, por lo general, w es distinto de z. No obstan- 
te, aquí también oxisten puntos inmóviles de la 
transformación, caracterizados рог la ecuación 


Supongamos primero que c=0(d=%0). Entonces (т) repre- 
sonta una función lineal entera 


O (а= 5. В 


Como 1 (оо) = оо, uno de los puntos inmóviles de la transformación 
lineal entera es el punto del infinito del plano, z = оо. Si æ æ 1, 
existe también otro punto inmóvil, doterminado por la ecuación 
z=az+ß. 

Este es el punto 2 = te Si a=1 y ф5= 0, no existe ningún 
punto finito inmóvil. Pero si с 52 1, В = 0 y æ — 1, entoncos el 
punto finito inmóvil zË- tiendo hacia el punto del infinito. Debido 
a esto, en el caso do la transformación Z (2) = z + ß (В 0), el 
punto del infinito se puede considerar como dos puntos inmóviles 
confundidos. 


Supongamos ahora que с + 0. Entonces L (оо) = т 5 оо, 0 sea, 
el punto 2 = оо по es inmóvil. Del mismo modo, ло ез inmóvil 
tampoco el punto — È, pues 
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suponiendo que 22 оо y 292—2. o sea, la ecuación 
сй —(a—d)2—b=0. 
Ohtenemos: 
уа 


Si (a — d)? + 4bc + 0, de aquí se hallan dos puntos inmóviles 
finitos distintos. Cuando (a — d)? + 4bc = 0, estos dos puntos se 


т санар, o Жс 
confunden en un solo punto inmóvil finito 22. 


En resumen, la transformación homográfica distinta de la idéntica 
posee solamente dos puntos inmóviles, que en el caso particular pueden 
confundirse en uno.[Las transformaciones lineales enteras se carac- 
torizan por completó en que al menos uno de los puntos inmóviles 
es el punto del infinito. 

La transformación homográfica que posee más de dos puntos 
inmóviles puede sor solamente la transformación idéntica U (2) == 
= z (para la cual todos los puntos son inmóviles). De aquí se puedo 
deducir que para la coincidencia de dos transformaciones homográ- 
ficas L (2) y А (2) es suficiento que so cumpla la igualdad L (2) = 
== A (z) para tres puntos distintos zy, za y 24. En efocto, sea /, (д) = 
= А (24) = wa (k — 1, 2, 3); entonces А-1 (ша) = za (k = 1, 2, 3) 
y, por consiguiente, la transformación A7* £ (2) hace corresponder 
a los puntos z», de nuevo los mismos puntos, о sea, ATL (za) = 


РА 1, 2, 3) (puesto que L (2a) = wa y A“! (ш) = з). Es decir, 
la transformación А-1, tiene tres puntos distintos inmóviles: 


24, Za y ©з, o sea, es Ja transformación idéntica: 
К, =й. 


Por consiguiente, 
A(AUL)=AU. 
Pero 
А (АЧ) = (ААЛ) L=UL = 


А 


AU = А. 


Definitivamente, obtenem: 


L= 


como so quería demostrar. 

En resumen, para determinar una transformación homográfica 
es suficiente señalar tres puntos distintos: 10;, Ws у шз, correspondientes 
а tres puntos distintos dados: 21, 22 Y 22. 


142 CAP. II LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES FLEMENTALES 


Propongámonos hallar la función homográfica que realiza esta 
transformación, y supongamos primero que 21, 2; y 2з som puntos 
finitos y que ш, = 0, w = œ у шз = 1 

Para que la función homográfica 
ас» 

POE 


tome el valor 0 para z = z, y el valor co рага 2 = Zz, es necesario 
y suficiente quo 2 = 2, sea un сего del numerador az + b, o Sea, 
quo el numerador tenga la forma п (z — 21), y que 2 = z; sea un 
сего del denominador, o sea, que el denominador tenga la forma 
e (2 — z2). Por lo tanto, la función buscada tiene que poseer la forma 


obtenemos: 


de donde 


a. 

= наге 

Esta es la función homográfica buscada, que hace corresponder 

a los puntos 21, 2; y 23 los puntos 0, оо y 1, respectivamente. 
Supongamos ahora que шү, wz y шз son unos puntos finitos arbi- 

trarios (distintos) y que w = L (z) es la transformación homográfica 

que satisface a las condiciones: 


10) = 0  L()=w% 


Según lo demostrado, la función $ = Ay (ш) = у=! 


з 
«e corresponder а los puntos ич, ш; y wa los puntos О, оо у 1. 
Debido a esto, la función А, /, (2) hace corresponder a los puntos 
Zi. 22 y Za los puntos 0, co y 1, es decir, 


AL ()=A(2)= 


De la relación 
AL =A 
so deduco que 
AP (AL) = АТА, 
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о sea, 


L=AJA 
(puesto que А! (А, у= (Ат!А,) L=UL=L). 
Esta última relación resuelve el problema, ya que las trans- 
formaciones А y A, son conocidas: 
лоас. Ае: 
Por cierto, para el estudio de la transformación w= L (2) es 
mejor utilizar directamente la relación: 
AL (ду = A (2), 
de donde, después de sustituir Z (2) рог w, se deduce que: 
As (w)=A (3), 


o bien, 


= z > (4.4:1) 
Esta ecuación determina la función homográfica w = L (z) en forma 
implícita. 

Hemos rosuelto el problema planteado, bajo la hipótesis de 
que todos los puntos 21, Zz, Za, Wi, шз у шз sean finitos. Si, por ejom- 
plo, z, = оо, la función A (z), que a los puntos 2; = оо, Za у 23 hace 
торо los puntos ш; == 0, w, = оо y шз = 1, adquiere la 
orma 


(4.4:41) 


(suponiendo que son finitos los puntos шү, We y ш»). Si z¿=00, 
la función A(z) que a los puntos Z, 2¿=00 у 2; hace corres- 


») Se puedo llegar a esta expresión así: suponiendo =, finito, se escribo 
la rolación 


en la forma 


y se pasa al límite para 
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ponder los puntos 10,0, ш» = оо у 13=1, toma la forma 
А (2) = (2—21) : (za —21) 


у, por consiguiente, la ecuación (4.4:1) se sustituye por la ecua- 
ción 


_— ШЕЕ = (1—2): (3—2). (4.%:1”) 


Ze y z, =00 hace 
‚ loma Ja forma 


Si а= оо, la función A(z) que a los puntos 2 
corresponder los puntos w=0, w=00 y ws 


y la ccnación (4.4:1) se sustituye por Ja ecuación 
шу—ш _ 1 


CETA 


(4.4:1") 


Dol mismo modo, ol primer miembro de la ecuación (4.4:1) se 
debe sustituir por 


шт 


(шил) : (изил), 


02—103; шу 


según que sea ш; = 00, Шз = оо 0 Шз = со. 

En resumen, llegamos а la siguiente regla mnemotécnica: si 
Za = оо о шу = оо (k = 1, 2, 3; 1 = 1, 2, 3), entoncos en la ecua- 
ción (4.4:1) las diferencias on las que figuren za o w, deben susti- 
tuirse por 1. El lector fácilmente confirmará la justeza de esta regla 
mediante el paso al límite en la ecuación (4.4:4) (para za = оо 
о wi оо). 

Do la ecuación (4.4:1) se deduce una importante propiedad gene- 
ral de las transformaciones homográficas. Sean a, b, с y d unos núme- 
ros complejos distintos (finitos) arbitrarios. Llamemos a 
аа 
[1 


e—a 


e—5 


razón doble o anarmónica de cuatro números о de 
los puntos a, b, с y d. Esta razón la designaremos con la 
notación (a, b, с, d): 

— de 

(a, b, с, a 


La definición de razón doble la extenderemos también al cas 
en que uno de los cuatro puntos a, b, c, d sea el del infinito. Proc: 
sando, llamaremos razón doble de cuatro puntos, entre los cuales 
uno es el del infinito, al límite de la razón doble de cuatro puntos 
finitos, do los cuales tres coinciden con Jos puntos dados y el cuarto 
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tiende hacia el punto del infinito. Siguiendo esta definición, tendre- 
mos: 


(0, b, 0,0) Le 
(0, со, е, d) =(c—a) : (d— 4), 


(a, b, оо, d)=1: 


(a, b, с, оо) 


Supongamos ahora que w = £ (2) es una transformación homo- 
gráfica arbitraria. Designemos mediante A, В, С y D los puntos 
homólogos a los cuatro puntos distintos: a, b, с, y d. Como los tres 
puntos a, b y d se transforman еп los puntos A, B y D, los puntos 
w = L (z) y z estarán ligados por la relación (4.4:1): 

w—A, D-A _ z—a de 

vB D-5 "ib TF 
en la cual se deben sustituir por 1 aquellas diferencias en las que 
figura el punto del infinito. Haciendo z = c, tenemos que poner 
w = С (puesto que en nuestra transformación al punto с corresponde 
ol punto C). Por consiguiente, 

C—A , D—A _ ca 

CB DOE е {Л 


(las diforencias en las que figura el punto del infinito se deben 
sustituir рог 1), о 


(А, B, С, D)= (a, b, є, d). (4.4:2) 


Resumiendo, en la transformación homográfica la razón doble 
de cuatro puntos cualesquiera no varía; en otras palabras, la razón 
doble es un invariante de la transformación homográfica. 

4.5. Basándose on la propiedad homocíclica de la transformación 
homográfica y еп la posibilidad do transformar cualquier terna de 
puntos 21, 22, 23 en otra terna previamente dada 10,, Wz, шз, demostre- 
mos la siguiente proposición: 

Cualesquiera que sean las rectas o circunferencias y y Г у dos ternas 
de puntos 21, 23, Za Y Wi, Wz, Шз, pertenecientes a y y С, respectivamente. 
existe una transformación homográfica ш == 1, (2) que transforma y 
en Y y hace corresponder a los puntos 21, Zz, 23 Los puntos шу, Wa, Ws, 
respectivamente. 

En efecto, escribamos la transformación homográfica w = £ (2) 
que satisface a las condiciones L (2) = w; (ў = 1, 2, 3). Según 
lo expuesto anteriormente, tal función existe y es la única que salis- 
face a estas condiciones. Esta transforma la recta o circunferencia y 
10—119% 
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on una recta o circunferencia I”. Pero y pasa por los puntos 21, 2: у 
23; por lo tanto, Г” pasa por los puntos шу, Wa у W3, Y como por tres 
puntos no se pueden trazar dos rectas o circunferencias distintas, 
T” coincido con Г. Así, pues, w = L (2) satisface a todas las condi- 
ciones de la proposición enunciada. 

Tomemos de nuevo unas rectas o circunferencias arbitrarias y 
y T (distintas o coincidentes) y sea g una de las dos regiones limi- 
tadas por la línea y, y G, una de las dos regiones limitadas por la 
línea Г. Evidentemento, tanto una como la olra pueden ser un semi- 
plano, el interior de una circunferencia o el exterior de uma circun- 
ferencia, Elijamos una terna arbitraria de puntos 2,, 2: у 2; situados 


FIG. 24 


on y y supongamos para fijar ideas que al moverse el observador 
a lo largo de y, en la dirección del punto z; al punto =з, pasando 
рог za, la región g se mantiene a su izquierda. Sea ш, Wa, 103 una 
terna de puntos situados en Г tal que, al moverse el observador а lo 
largo de Г en la dirección del punto w; al punto ws, pasando por el 
punto ws, la región G se mantenga а su izquierda. Ет lo domás, los 
puntos ш, шу, шз son arbitrarios. Formemos, como so mostró ante- 
riormente, una función homográfica w = L (2) que satisfaga a las 
condiciones шу = L (2,) (j = 1, 2, 3), la cual, por consiguionto, trans- 
formará y en Г. Demostremos que esta función transforma también 
la región g on la region G. En efecto, sea б el segmento de la normal 
a la línea y, trazada por el punto zz hacia el interior de la rogion g, 
es decir, а la izquiorda del observador situado en el punto zp, que 
mira a lo largo de y en la dirección establecida anteriormente; enton- 
сез, como la transformación w = L (2) es conforme, la imagen А 
de este segmento (que será un segmento de recta о de arco de cireun- 
ferencia) también estará dirigida hacia la izquiorda del observador 
situado en el punto ws que mira a lo largo de T en la dirección estable- 
cida en Г (fig. 24). Por consiguiente, según la condición, A pertene- 
ce a G. De este modo, queda ya establecido que la región G contiene 
las imágenes de ciertos puntos pertenecientes a g (precisamente, 
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las imágenes de los puntos del segmento ô). Pero, según el ap. 4.3, 
L (g) es una do las regiones cuya frontera coincide con la imagen 
de la frontera de la región g, es decir, con Г = £ (y). Сото solamen- 
to hay dos regiones de éstas y una de ellas, G, contiene las imágenes 
de los puntos de la región g, ésa es la imagen buscada de esta región g: 
G = L (8). 

Aclaremos lo expuesto con un ejemplo. Supongamos que hay que 
transformar conformemente el semiplano superior у >Q еп el 
interior del círculo unidad. 

Para resolver el problema hagamos, por ejemplo, 2, = —1, 
z4 = 0 y аз = 1, de modo que el semiplano quede a la izquierda del, 
observador que vaya por el eje real en la dirección de z; а z¿ pasando 
por 22, y elegimos también en Ja circunferencia unidad tres puntos: 
los, 103 y шз, de modo que el interior del círculo quede a la izquierda 
del observador que vaya por la circunferencia en la dirección de 
иң а w, pasando por ws. Para mayor soncillez, se pueden tomar: 
ш = 1, ioa = i y wa Entonces, la transformación homográ 
fica que cumple las condiciones w; = L (ту) (j = 1, 2, 3), será 
la buscada. Esta puede expresarse en la forma 


o bien 


4.6. Sean zı y 2; dos puntos simétricos con respecto a cierta 
recta y. Entonces, el centro de una circunferencia arbitraria Ô 
que pase рог 2, y Za estará situado en y y, por consiguiente, Ô será 
ortogonal a y. Será también ortogonal a y la recta que pasa por los 
puntos 24 y 22. Fácilmente se observa que también es justo lo recípro- 
со: si cualquier cireunforoncia o recta que paso por un par de puntos 
2, у 22, es ortogonal а la recta y, entonces 2, y 2, Son Simétricos ros- 
pecto de y. 

Hagamos una transformación del plano mediante una función 
homográfica w = L (2), de modo que la recta y se transforme en una 
recta o circunferencia Г. Entonces, el par de puntos 2, y гу, simó- 
tricos respecto de y, se transformará en cierto par de puntos ш; y Wa, 
y cada circunferencia o recta ò que pase por 2, y 2; se transformará 
en una circunferencia o recta А que pasa por ш, y шз, y viceversa: 
cualquier recta o cireunforencia gue paso por w, y шу será la imagen 
de ciorta recta o circunferoncia que pasa por 2, y 22. En virtud de la 
simetría de los puntos 2, у 2; respecto de y y debido а que la transfor- 
mación w = L (2) es conforme, las rectas y circunferencias que pasan 
por ш, y шъ serán todas ortogonales a Г. Por consiguiente, si Г es 
una recta, los puntos w, = L (д) y wa = L (2) serán simétricos 


10» 


148 — CAP. Ц LA DERIVABILIDAD. LAS PUNCIONES ELEMENTALES 


respecto de Г. Generalizando el concepto de simetría, diremos que 
dos puntos son simétricos respecto de una circunferencia, si cualquier 
recta o circunferencia que pase por ellos es ortogonal a la circunferencia 
dada. Entonces se podrá decir que si la recta y se transforma en una 
circunferencia Г mediante la función homográfica w = L (z), enton- 
ces cualquier par de puntos simétricos respecto de la recta se trans- 
forma en un par de puntos simétricos respecto do la circunferencia, 
y recíprocamente. De aquí so doduce quo, dada la circunferencia Г 
y el punto ш, el punto simétrico a w, respecto de Г se determina 
unívocamente. En efocto, si existieson dos puntos distintos wa y w, 
que fuesen simétricos a 10, respecto de Г, entonces en la transformación 
homográfica de Г en la recta y los puntos шү, шз y ш; se transforma- 
rían en los puntos 2,, 22 у 2; 7 Za, donde los puntos z, y za, y también 
Z y &,, serían simétricos respecto de y, lo cual, evidentemente, ез 
imposible. 

Los razonamientos expuestos aquí sobre la transformación de 
una recta y en una recta o circunferencia Г se extionden sin cambios 
algunos al caso en que una circunferencia se transforma en una cir- 
cunferencia, obteniendo que еп la transformación homográfica 
cualquier par de puntos simétricos respecto de una circunferoncia y 
se transforma en un par de puntos simétricos respecto de Ја circun- 
forencia Г que es la imagen de y. Así, pues, hemos obtenido la 
siguiente propiedad general de conservación de la 
simetría enlas transformaciones homográficas: 

11 Si los puntos 2, y z son simétricos respecto de una recta o circunfe- 
rencia y, entonces en cualquier transformación homográfica w = L (2) 
sus imágenes w, y W, serán simétricas respecto de la imagen Г = L (y). 

Señalemos un caso particular de esta proposición. Supongamos 
que y se transforma en una circunforoncia Г, y que z, es el punto que 
se transforma en el centro w; de la circunferencia Г. Entonces el 
punto ту, simétrico a ду, tiene que transformarse en un punto 10, 
del plano ampliado, simétrico a w; respecto de Г. Pero tal punto es el 
del infinito. En efecto, la recta que une w, y ш» = оо, os decir, 
cualquier recta que pase por el centro de la circunforencia Г será 
ortogonal a Г. En virtud de la unicidad del punto simétrico (al 
punto dado respecto de la circunferencia dada), el punto оо, y sólo 
to, sera simétrico al contro de la circunferencia Г rospocto de Г. 

Sea y una recta o circunferencia arbitraria. La transformación 
del plano ampliado que consiste on que cada punto z se transforma 
en un punto z*, simétrico a z respocto de y, se llama tra n sf or- 
mación de simetría respecto de y. Cuando y es una 
circunferencia, esta transformación se llama también inver- 
sión respecto de y. 

Hallemos las expresiones analíticas para la transformación 
de simetría. Supongamos primero que y es una recta. Esta se deter- 
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mina completamente por uno de sus puntos a y el vector unitario 
ell = cos Ô + i sen Ө, que lleva su dirección. 
Realicemos la transformación lineal 


z=a -+ ew = l (w), 


que, evidentemente, transforma el eje real en Ja recta considerada 
(es una traslación que lleva el origen de coordenadas al punto a, 
seguida de una rotación on el ángulo @ alrededor del último punto). 
Como la transformación w = 1-1 (2) transforma y en el eje real, la 
misma transforma a cada par de puntos z y 2*, simétricos respecto 
de y, en un par de puntos w y ш®, simétricos respecto del eje real. 
Estos últimos se expresan por números complejos conjugados w = t 
y w* = 1. Debido a esto, 2—а = е8, o bien 2 —2= ef y 
2* — a = @0w* = ef, Eliminando entre las dos últimas igual- 
dades, obtenemos: 


P—a= 202). (4.6:4) 


Esta ecuación muestra que para realizas la transformación de 
simetría respecto de la recta y que pasa por el punto a formando con 
el eje real el ángulo Ө, se debe pasar del vector z — a a su simétrico 
respecto del cjo real 2 — а y girar luego este último el ángulo 20 
alrededor del punto a. 

Consideremos ahora la transformación de simetría respecto de 
una circunferencia Г de radio Л (0 < R< 00) con centro en a. 
Realizemos una transformación homográfica quo transforme Г en el 
eje real. Lo más sencillo es tomar la transformación 


2=а+ RIEL L (w), 


la cual a los puntos del eje real иң = —1, ш» = 0 y wẹ = 1 hace 
corresponder los puntos de la circunferencia Г: ж = а - iR, 2, = 
=4+R y з= а-- іН y, por consiguiente, transforma el eje 
real en Г. La transformación inversa ш = [71 (z) transforma Г en 
el eje real y а cada par de puntos 2 y z*, simétricos respecto de Г, 
hace corresponder un par de puntos w y w*, simótricos respecto del 
eje real. Como w y w* se expresan por números complejos conjugados: 
w=tyw*=1 se tien, 2 — a = RIM o bion, s Za = RÌZÎ 
À; 1—1 - 14% 
y 2* — a= Н ТЕЎ. Multiplicando término a término estas dos 
pur 
últimas relaciones, obtenemos: 


а) (2*—a)= R? 
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о sea 
r 


De aquí se deduce: primero, que 
Arg(e*—a)=—Arg(¿—a) 


Arg(z—a) 


y. segundo, que 
\'—а||:—а|=/. 

Por consiguiente, los puntos 2* y z están situados еп un mismo rayo 
que parto del centro de la circunferencia y se encuentran a talos 
distancias del centro que ol producto de estas distancias es igual 
al cuadrado del radio. Por estas dos condiciones, o lo que es lo mismo, 
por la fórmula (4.6:2), se detormina completamento la posición de 
uno de los puntos z, z* siendo dado el otro, es decir, so detormina la 
transformación de inversión respecto de la circunferencia | 3 — а |= 
= R. 

Ре las igualdades (4.6:1) o (4.6:2) se deduce que la transformación 
general de simetria se reduce a la realización consecutiva de una trans- 
formación lineal (entera o fraccionaria) y una transformación de sime- 
tría respecto del eje real. 

Así, por ejemplo, la transformación de simetría rospecto de una 
recta puedo expresarse en la forma: 


1, (4.6:1) 


y la transformación de simetría respecto de una circunferencia, 
en la forma 


q=2+e20 (20) y 2* 


q a+ 


y =. (4.6:27) 


Como la transtormación lineal es conforme y posee la propiedad 
homocíclica, y la transformación do simetría respecto del oje real 
posee las mismas propiedades con la única diferencia de que, con- 
servando las magnitudes de los ángulos, so cambian sus sentidos por 
los opuestos, la translormación de simetría en el caso más general 
posee también las propiedades indicadas. Precisamente, ésta es una 
transformación conforme de segundo género y transforma las rectas 
y circunferencias en rectas о circunferencias. 

4.7. Ilustremos con dos ejemplos la aplicación de la propiedad 
de conservación de la simetría en las transformaciones homográficas. 

Ejemplo 4. Transformar conformemente el somiplano supe- 
rior on el interior del círculo | w | < R de modo que a un punto dado 
del semiplano le corresponda el centro del círculo: w = 0. 

La función buscada, si existe, se anula para 2 = о : L (a) = 0. 
Así, pues, ya conocemos el сего z = а de la función Z (2). Pero el 
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punto @, simétrico a œ respecto del eje real, tiene que transforinarse 
en un punto simétrico al centro de la circunferencia respecto 
de la circunferencia misma, es decir, en el punto del infinito. Por 
consiguiente, ya conocemos también el polo z = а de la transfor- 
mación homográfica Z (2). Por lo tanto, £ (2) tiene la forma 


(4.7.4) 


donde A es un número complejo distinto de cero. 

Demostremos que la función hallada transforma el semiplano 
en el círculo | w | < 1А | de modo que el punto æ se transforma en 
el centro del círculo w = 0. Evidentemente, esta última condición 
se cumple para la función (4.7:1) con cualquier %. No queda más 
que comprobar que el eje real se transforma en la circunferencia de 
radio | A | con el centro en el origen de coordenadas. En efecto, si 
z= x es un número real arbitrario, los números z — æ y z — 9 
son complejos conjugados у, por consiguiente, 


pia 


[o] =|2()1=| [12 =. 


2—8 2-а 
Hemos obtenido que las imágenes de todos los puntos del eje real 
están situados en la circunferencia | w | = | 2 |, de donde, en virtud 
de Ја propiedad homocíclica, se deduce que la imagen del eje real 
es esta circunferencia. 

Para obtener la transformación del somiplano en un círculo de 
radio R se debe tomar |^ | = R. Queda indeterminado todavía el 
argumento del número A. El significado geomótrico de esta inde- 
terminación es completamente claro. El paso en la fórmula (4. 
de un valor À a otro manteniendo invariable el módulo |^ | = А 
equivale a Ja variación de los argumentos de todos los puntos en una 
misma magnitud, es decir, a la rotación del círculo alrededor de su 
centro w = 0. En tal rotación, el círculo se transforma en sí mismo, 
su centro se mantiene en su sitio, y no se infringen las condiciones 
del problema. 

Si se quiere que el problema planteado posca solución única, es 
necesario introducir una condición complementaria. Se puede exigir, 
por ejemplo, que: 

а) un punto dado del eje real z = те se transforme en el punto 
w = R de la circunforencia, о > 

b) la derivada L’ (а) sea un número real positivo (geométrica- 
mente esto significa que las tangentes a las curvas que pasan por el 
punto a no tienen que cambiar la inclinación al hacer la transfor- 
mación). 
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En efecto, en la condición a), obtenemos de (4.7:1): 


de donde 


Evidentemente, 


14] =R 


20а 


Supongamos ahora que 0: = &4- д, donde y >t. Como 
> 
La. > 


hol 
—Q 2 * 
cual significa que + es un número real positivo. Pero, por otra parte, 
el módulo |A | tiene que ser igual a R. Por lo tanto, à = iR y 


L()=iR = (4.7:3) 


con la condición b) sacamos la conclusión que lo 


Ejemplo 2. Transformar covformemente el círculo |2 |< 
< А еп sí mismo, de modo que el punto dado 2 = а de este círculo 
se transformo en su centro ш = 0. 

La función homográfica L (z) buscada, si existe, se anula para 
в = æ: L(a) = 0. Así, pues, ya conocemos un cero 2 = о de la 
función 2 (z). Pero el punto «*, simétrico a œ respecto de la circun- 
ferencia |z | == R, tiene que transformarse en el punto simétrico 
al centro respocto de la misma circunferencia. Por esto, ya conocemos 
también el polo z =a* de la función L (z). Por consiguiente, la 
función homográfica L (z) tiene que tener la forma 


ш= (= 


donde A ев un número complejo distinto de cero. Según la fórmu- 
la (4.6:2), el panta а^, simétrico al punto æ respecto de la circun- 
ferencia |z|= R, es: 


а=. 
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Por lo tanto, 


2—a 1—9 


w= 1, (0) = — ia „=. (4.7:4) 


Demostremos que la función buscada transforma el círculo 
121 < R en el círculo | w] < 51, de modo que el punto æ so trans- 
forma en el centro del círculo 0. Evidentemente, esto último se 
cumple para la función w= L (z) con cualquier p. No queda más que 
demostrar que la circunferencia | 2 | = А se transforma mediante 


(4.7:4) en la circunferencia | w | = 151. Pero, en efecto, sea 


Ré? (0<8<2n) 


un punto arbitrario de la cirennlerencia |z|=R. Entonces, para 
su imagen 


Rea R 
w — L (Вее) =p i = К e 
7 паб пе— 
se tiene: 
=|] |e al 
== |z| Ra] R 
Re 


(puesto que [e] =1 y 1002 | == 1), de donde se deduce 
que la imagen de la circunferencia |2 | = А es la circunforoncia 
21 = ш. 

Para obtener la transformación del círculo de radio А on sí 
mismo es debido, evidentemente, tomar оп la fórmula (4.7:4) | p | = 
= R?. El argumonto dol número p continúa manteniéndoso indo- 
terminado. Para que el problema de la transformación tenga solución 
única se puede imponer una de las siguientes condiciones complemen- 
tar аз: 

a) un punto dado a de la circunferencia | z | = R se transforma 
en el punto w = R de la misma circunferencia; 

b) la derivada Z’ (a) es un número real positivo. 

Dejamos a cuenta del lector la comprobación de que, en el 
caso ): 


(4.7:5) 
y en el caso b): 
(4.7:6) 
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4.8. Arriba so demostró que toda función de la forma 
w=A(}=p a <А, [иј на) (4.8:1) 
Ra 
transforma el círculo К: |z} < А en sí mismo. En particular, junto con cada 
posce también la misma propiedad la función 


16 
leales que, е 
las maneras posibles, conservando las condi 
<obtenomos todas las transformaciones Бош 
en sí mismo. En efecto, si w = Г (z) es una d 
algún punto dol círculo z = 
tione quo tener la forma (4.8:1). 

Si A, y Az son dos transformaciones del circulo К en sí mismo, su producto 
A = Л.Л: posee la misma propiedad; del mismo modo, la transformación 
esa a una cualquiora de las transformaciones (4.8:1) transforma el círculo K 
sí mismo, o soa, es una transformación de ln forma (4.8:1). De aquí se deduce 
que todas las transformacionos posibles de lu forma (4.8:1) (estando fijado 
R >> 0) forman wn grupo. Designémoslo mediante T; éste os un subgrupo del 
grupo de todas las transformaciones homográficas. El grupo Г admite una 
interprotación м admirable; precisamente se puede considerar como 
el grupo de los movimientos del plano en la goo- 
motría de Lobachovski. 

Al interior del círculo К lo llamaremos plano do Lobachevski, 
a los puntos del círculo К, puntos de Lobachevski y a los arcos 
de circunforencias о a los segmentos de rectas, portenecientos а К y ortogonales 
а la cirounferoncia 21=R.roctas de Lobachovski, o bien, 
abrovíadamento: .£-plano, .£-puntos, L-rectas. Por cierto, a continuación, 
en lugar de .£-punto diremos тее ыу simplemonte: punto. Estas denominaciones 
ччейап justificadas por el hocho de que entre el interior del círculo, sus puntos 
y los arcos de circunferencias o segmentos de rectas indicados еп la geometría 
de Euelidos se verifican las mismas relaciones que entre el plano, sus puntos 
y rectas on la goometría do Lobachevski, Ante todo, en el .Z-plano se verifican 
Jas siguientes proposiciones (axiomas de Hilhort *)): 


Axiomas de unión: 
Jı, Para cada dos puntos A y 2 siempre existe una Z-recta que pasa por 


1 
yB. 

Та. En cada Z-recta existen al menos dos puntos. Existen al monos tres 
puntos no situados en una -Z-recta. 


Axiomas de orden: 
U. Si A, B y C son puntos de una £-recta y B está situado entre A y С. 
entonces 8 también está situado entre С y A. 


Ifa. Si A y С son puntos de паа %-recta, existe al menos пп punto B tal. 
«ue C está situado entre A y Л. 


en su centro y, por consiguiente, según el ap. 4.7 


A 


` Para dos puntos A y B existe no más de una £-recta que pase por А 


*) Véase D. Hilbert, Fundamentos de la geometría. 
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473. Entro tros puntos cualesquiera de una L-rocta existe no más de un 
punto Situado entro los otros dos. 

11. Soan A, B y C tres puntos по situados en una Z-recta y a, una .£-rccla 
que no pase por ninguno de los puntos A, B, С; si ésta pasa por un punto del 
segmento AB, entonces pasa indispensablemonto por un punto del segmento АС 
« por un punto del segmento ВС. 

Para domostrar que se vorificun los axiomas 1, y 1, *), supondremos prime- 
ro que uno do los puntos dados, por ejemplo A, coincide соп el centro dol cir- 
culo К. Entonces ol diámetro del círculo que pasa por el punto B será la Z-recta 
quo satisface а Ја condición 1,. Supongamos, en contra del axioma l2, que existe 
«tra L-recta más que раза por los puntos A у В. Estu tendrá que ser un arco 
de circunferencia ortogonal a Г y, por consiguiente, los radios de Г trazados 
a los extremos de este arco tendrán que ser tangontes u éste, Poro esto es impo- 
sible, puesto que cada uno de los radios posee dos puntos comunes distintos 
con ol arco (ol punto А y uno de los extremos del arco). Supongamos ahora que 
ninguno de los puntos A y B coincide con el centro del círculo. Entonces, efec- 
tuando una transformación de la forma (4.8:1). donde, a es el afijo del punto 4, 
roducimos la cuestión al caso que acabamos do considerar y, después, mediante 
Ja transformación inversa, obtonomos la única Z-recta que pasa por los puntos 
dados (la imagen del diámetro del círculo X en la última transformación). Deja- 
mos a cuenta del lector la comprobación de la justoza do los demás axiomas. 

Liemaremos movimiento de Lobachovski (abreviado 
mente, Z-mo vimiento) a cualquier transformación homográfica de la 
forma (4,8:1), es decir, a la transformación homográfica del círculo K en sí 
mismo. Cada -movimiento transforma biunívocamente el .Z-plimo еп sí 
mismo, de modo que los puntos so transforman en puntos y las -£-rectas en 

s (aquí nos basamos en la propiedad homocíclica y бп que la transfor- 
mación homográfica оз conforme). 

Consideremos un conjunto E de puntos del .2-plano y ol conjunto E de los 
puntos simétricos a éste respecto del ejo real. Si F es otro conjunto de puntos del 
-£-plano, diremos que Ё es congruonto al conjunto ~F on ol 
sontiilo de Lobachovski (abroviadamente: £c on gruon t e) 
cuando, y sólo cuando, oxiste un Z-movimiento Z que transforma Y еп Е о 
en E, de modo que L (F) = E o L (F) = E. 

фе la dofinición de £-congruencia se deduco quo cada conjunto Е es Z- 
congruente a sí mismo, y también al conjunto E simétrico a él con respecto al 
vje real. Adomás, de la definición so deduce que si £ es %-congruente a Р, enton- 
cos F os «£-congruente а Е. En efecto, si L (F) = E, entonce: 

si 2 (Р) = 2, entonces también Р = L4 (E) y F= L> (P) = 
Supongamos, finalmente, que Æ es Z-congruente a F у F es Z-congruento а G: 
demostremos que entonces Е es Z-congruente а G. En ofecto, supongamos pri- 
mero que F = A (C) y E = L (F) o Е = L (F). En el primer caso, tendremos 
Е <= LA (G), y en el sogundo caso, E = LA (G); en uno y otro caso, según la 
dofinición, obtenemos que Æ ез Z-congruente а G- 

Supongamos ahora quo F = A (G); entonces, 
T L (F) = L A (6), y 
obtenemos que Ё es Z- 


E = L (Р), se tiono E 
E = L (Р), resulta E = L (F) = LA (G). De nuevo 
«congruente a б. 


FJ A nosotros mo mos debe desconcertar el becho do que demostremos 
los axiomos, Para nosotros éstos son solamente unos teoremas de la geometría 
de Euclides, roferentos al interior del círculo, н sus puntos y a los segmen- 
tos de rectas y arcos de circunferencias situados en este círculo; demostrán- 
dolos, tenemos el derecho de aplicar todas las proposiciones у concoptos 
conocidos de la geometría de Euclides. 
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En resumen, el concepto introducido aquí de .£-comgruencia posee todas 
las propiedades de equivalencia, pues ésta es reflexiva (cada conjunto 
es £-congruente a sí mismo), simétrica (si E ев £-congruento а F, en- 
lonces Р es £-congruente a E) y transitiva (si Е оя £-congruonto a F 
y F es £-congruente a G, entonces Е es Z-congruente а G). Designemos le 
relación de congruencia entre Æ y Р con el signo =. Entonces tendremos: 1) 
R = E: 2) 8 E = F, entonces Р = Е; 3) si E = F y F = G, ontonces E = G 

Ahora se pueden formular y demostrar las siguientes proposiciones: 


Axiomas do congruonci 


11. Si A y B son dos puntos do una Z-recta а y А’ es un punto de І» 
misma n de otra Z-recta a’, entonces en la recta a'. hacia wn lado dado del 


FIG. 27 


punto A’, siempre so puede hallar un punto B’, y sólo uno, tal que ol segmento 
A'B’ sea «£-congruonto al segmento AB. 

112. Si АВ” = A'B’ y АВ = AUD”, entonces А B' æ A"B". 

Шз: Soan AB y ВС dos segmentos de una Z-recta a sin puntos intoriores 
comunes; sean luego 4'8’ y Л/С” dos segmentos do esta misma o de otra 2 теда 
а", también sin puntos interiores comunes, Si en ostas condiciunos, АВ = А'В” 
y BC = В'С', ontonces también AC ш AC”. 

Antes do enunciar los otros dos axiomas de congruencia, demostremos los 
axiomas que acabamos de formular 

Aludiendo a la demostración del axioma 111, designemos medianto С 
uno de los extremos del arco de circunferencia (o del segmento de recta) que 
representa la recta и. Según ol ap. 4.7 so puedo hallas una transformación del 
circulo К on sí mismo do modo quo lleve el punto А al centro O del círculo К 
y ol punto С al punto А de la circunferencia Г de este círculo (fig. 25). Como 
resultado, obtonemos wn Z-movimiento L que transforma a en 1а Z-recta 
represontada por ol diámetro del círculo situado en el eje real, y а ја -semi 
rrecta AC, on la Z-semirrecta ОЯ. 

Si АС contenía al segmento AB, la imagen В, — L (B) del punto B estará 
situada en OR. Señalemos өп la ¿£-recta a” la semirrecta 4C” que ostá, situada 
hacia ol lado dado do Л”. Sea L" el Z-movimiento que transiorma a” en d y 
А'С' on OR, у soa B’ el punto de la Z-recta а' para el cual L’ (B') = B4, Enton. 
ces, evidontemento, ol .£-segmento AB” estará situado en а" hacia el lado dado 
de A’ y el £-movimiento "127 transformará а' en a у el segmento A'B епД- 

Hay quo demostrar también quo В” es el único punto que satisface a las 
condiciones dol axioma. Pero, en cfocto, suponiendo que existiose otro punto 
más В”, situado en la semierccta А'С” y tal quo el segmento A'B” [оэ com. 
gruente'a AB, existiría en la semirrecta OR un punto Ba 55 В, (В. = L (В^}+ 
tal que OB, = ОВ,. Do aquí, según la definición, so deduciría que existe un 
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uvimjento A tal que OB: = А (OB,). (La considoración del conjunto 
simétrico a OB» respecto del eje real, es aquí superflua, puesto que ОВ, 
coincide con ОВз). Esto significaría que w = A (z) seria una transformación del 
círculo К en sí mismo tal, que el seginenta rectilíneo OB, se transformaría en 
ОВ» у, por consiguiente, 01 diámetro situado en el ojo real so transformaría en 
sí mismo. A priori existen dos posibilidades: 

1) que el punto O ве transformo оп O y By en Ba; ontonces [según la fórmula 
(4.8:1), donde œ =0] A (2) tiene que tener la forma 


шл (0 а, 


у, Somo |u l= Аз, rosulta |w l= jsl; pero esto contradice al hecho de que D 
Se transforma on а (| Æ|) =\ D |); 


2) que el punto 4; se transforme en O y O en 12; entonces 


„Ві 
Ва А (0) = – а 
de dondo |B; | = pa 18, | == | В, |, lo cual de nuevo contradice a la con- 


dición |B; 15 |B; |. 

Asi, pues, la negación de la unicidad dol punto Z’ en las condiciones del 
axioma 11, conduce a una contradicción. Queda establecido ol contenido fun- 
damental del axioma. 

El axioma 111; es consecuencia inmodiata do las propiedades simétrica 
y transitiva de la “£-congruencia, 

Veamos el axioma IIs, Transtormemos a en d mediante un -movimiento 
L, de modo que el punto B so transforme en el contro del circulo B, = O y el 
punto C en un punto situado en la parte positiva del ojo real. Entonces, en 
virtud de las hipótesis del axioma, el punto A se transformará en un punto 
situado en la parto negativa del eje real. Supongamos que А, y Сү son los pun- 
jos homólogos de A y € (fig. 20), Si consideramos un £-movimionto análogo. 
formado a partir de la Z-recta a”, obtendremos que el punto А; estará situado 
en la parto negativa del eje real, Б. = O y С; estará situado en la parto positiva 


del ojo real. 
АВ = A,B, y A'B' = A,B, se deducirá 


Do las relaciones AB = A 
entonces quo A,B, = 4:8, ев decir, A10 = 420, y, análogamente, C10 = C40. 
Pero As y Аз están situados en d hacia un lado de O. Debido a osto, do А;0 = A¿0 
зө deduco que 41 = Aai análogamente, obtenemos, Cı = Су y. por consiguion- 
to, Аб, ACs. Do aquí, finalmente, aplicando la propiedad transitiva de 
la C-congruencia, obtenemos p АС = А С', como se quería demostra 

Introduzcamos el concepto de -Z-ángulo (como figura geométrica). Llama- 
remos -ángulo al conjunto de dos «C-semirroctas В y К, que parton de un 


punto A y pertenecen а distintas £-rectas. El ángulo se designa mediante Ак 


о Kh; el punto A se Пата vértice y } y k, lados dol .£-ángulo (fig. 27). 
Evidontouente, los lados do un «£-ángulo dividen el .£-plano on dos re- 
giones tales, que cualquier par de puntos portonecientes a una de las regiones 
Ruedon unirse raodianto un segmento de /-recta quo по se corta con los lados 
lel ángulo (región convexa), mientras que existen pares do puntos, pertenecientes 
a la otra región, para los cuales es imposible una unión semojanto (región no 
conyoxa). Para convencerse de lo dicho, lo más fácil es transformar el punto А 
mediante un -movimiento en O, debido a lo cual las somirrectas В y k so trans- 
formarán en radios do la circunferencia. A la primera do las regiones indicadas 
la llamaremos interior, a la segunda, región oxtorior del £-ángulo. Cercioré- 
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monos do la justeza de los siguientes axiomas planos de congruencia (los axic- 
шаѕ considerados anteriormente se llaman lineales). 


TIT,. Sean dados un «£-ángulo h; k, una £-recta a" y su C-somirrocta h’ 
que parte de un punto A de esta -£-recta. Entonces hacia un lado dado de a” 


existe una, y sólo una, Z-semirrecta k’ que parte de A, tal que el ángulo А,” 
es congruente al ángulo A, k. Cada ángulo es congruente a sí mismo, ез decir. 
h kmh у también Ay k К,А. 

La formulación de este axioma y la comprobación de su jus e 
jantos al axioma 1723. Lo único es que en la demostración de la unicidad de la 


“Z-semirrocta k’ hay que basarse ahora on la conservación de la magnitud (la 
tuedida) del ángulo en el £-movimiento. Según esto, es evidente que dos £- 


ángulos A’, k' y W; k” con un vértice común А у un lado común л”, para los 
cuales д7 y К” ostán situados hacia un lado do a” y representan distintas £ 
somirrectas, no pueden ser ¿£-congruentes, 

Consideremos, finalmente, tres segmentos AB, BC y CA, pertenecientes 
a distintas .Z-rectas. Estos segmentos forman un Z-trióngulo, para el cual 
los puntos A, B y С son los vértices, y AB, BC y CA, los lados. Si h y k sun 
unas somirrectas que parten de A y contionen a los lados АВ у AC, entonces 


el ángulo (h, k) se Ilama ángulo dol triángulo ABC comprendido entre 
los lados AY y ACu opuesto al indo BC. Dentro del mismo están situados 
todos los puntos interiores del triángulo ABC; se designa mediante ВАС о A 

Mis. Si en los triángulos ABC. уА'В'С':АВ = AB", AC ж А'С' УВАС 
= В'А'С', ontoncos, АВС = А'В'С' у АСВ = А'С'В' 

Para comprobar esto último axioma de congruencia, tr demos los 
triángulos ABC y A'B'C”, de modo que los vértices A y А’ caigan al punto 
z = Ó y los ludos АВ y A'B’ coincidan con un mismo segmento de lu recta ОЛ. 
Entoncos los lados AB, A В”, AC y А'С' se representarán por segmentos de 
radios que parten del vértico común O (A y A”). Si AC y А'С se sitúan en este 
caso hacia un lado del diámetro d de la circunferencia que lleva el sogmento 
AB = A'D', entoncos, en virtud de la congruencia de los ángulos BAC y В'А'С', 
AC y А'С' tienen que estar situados en una misma Z-semirrecta que parto de O: 
Гог esto coinciden los puntos С y С” (puesto que AC = A'C') y, debido a la 
coincidencia de los puntos A y А” y C y C', coincidirán los lados AC y А'С' 
y también BC y B'C”, de donde se deduce la congruencia de los ángulos ABC 
y А'В'С' y BCA y П'С?А' (y junto con ello la congruencia de los triángulos 
nismos). Si AC у А/С" se silúan hacia diversos lados del diámetro d, entonces 
wediante la transformación de simetría respecto de esto diámetro, llegamos al 
caso ya estudiado 

Introduzcomos ahora el conecpto de magnitud de un ángulo y longitud 
de un segmento. Estos conceptos, que denominaremos con о} vocablo general 
de «medida», tionen que satisíacor a las siguientes condiciones: 

1. La medida tiene que ser un númoro no negativo. 

17. La medida no tiene que variar en los .Z-movimientos, es di los 
ángulos o segmentos congruentes Lienen que corresponder medidas iguales, 

WI. La medida tiene que poscer la propiedad aditi en el sentido de 
que la medida de un segmento AC tieno que sor igual a Ja suma de las medidas 
de AB y BC para cualquier punto interior Z de este segmento у la medida del 
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ángulo (7 tiono quo ser igual a la suma de las medidas de los ángulos (h, 1) 


mento, on esto caso se cumplen las condicionos 1 y 11; en lo que se refiere a la 
condición I], ésta también se cumple debido а la conservación de lus magnitudes 
do los ángulos en los .£-movimientos 

Consideremos ahora la medida de los segmentos, La longitud euclidea del 
arco de la circunferoncia que ropresenta el segmento AB también satisface а las 
condiciones 1 y TIL. Sin embargo, ésta uo satisface э la condición 11, puesto que 
los £-movimientos (б excepción de la rotación alrededor del punto O y de In 
transformación de simotría respecto del metro) hacen variar la tongitud 
euclidea. Para hallar una medida que satisfaga а todus las tres condiciones, 
apliquemos lu invariabilidad en los 24-movimiontos de Ја razón doble de cuatro 
puntos situados on cualquier recta o cireunferencia ouclíden. 

Soan а y b los afijos de los extremos del segmento AB y sean a y $ los 
јоз de los extremos del arco de circunferencia que Ilova este segmento. Elijamos 
las designaciones para estos dos últimos puntos de modo que los cuatro puntos 
а, B, a y б se sitúen on el arco de la circunferencia on el orden о, a, b y В. En 
el Z-moyimiento los puntos æ, а, b y В so transformarán en nuevos puntos: 
q, a”, Y y 6", además, los puntos a' y В' so quedarán en la cirennforoncia 
y no se alterará el orden relativo de Jos puntos a”, а", Ь' y В' en el arco, en 
el que se transformará ol arco inicial. No variará tampoco la razón doble (а, f, 

b=0, 0-0 5 й Ў 
b, a) рр: Ар. Pomostromos que éste es un número positivo mayor 


que la unidad. Con este fin, hagamos coincidir, mediante un .£-movimiento, 
la .£-recla que lleva el segmento AB con el diámetro d situado еп el eje ге 
de modo que el punto а se traslade al punto O. Supongamos que, en esto сизо 
ol punto æ se transforma өп А, entonces В se transformará en —N y el punto b, 
оп un punto b’ tal, que 0 > Y > — Л (esto último es consecuencia de la con 
servación de la posición relativa de los puntos de la .Z-recta а, el тЫ 
to). Obtenidos Mb d =R R, Y, 0) буу 
=" рү > 1, como so quería demostrar. Por lo tanto, la razón doble a, В, 
b, a) como medida del segmento AB posee las propiedades I y 11. No obstante, 
Jácilmente se observa quo no posee la propiedad aditiva 111. Eh efecto. para 
un punto С do afijo e, perteneciente а AB, хо tiene: 

(a, Bo а) 


y por consiguiente 


Th 


b—a a—a ea а—@' b—a ca 
AS (рав) (1: 
=(%, В, e, а)-(а, B, b, с), 
о soa, la razón doblo (œ, В. b. a) no es igual a la suma de las razones dobles 
(a, B, c а) y (а, Й, b, ©), sino a su producto (que, рог lo general, no es igual 
a la suma). 
Pero ahora está elaro que se satisfacen todas Jas condiciones que se oxigen 
para la medida si se toma por longitud del segmento el logaritmo do la razón 
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«loble: la (a, f, b, a). En electo, como (ж, P, 5, a) > 1, se tiene In (a, $, b, а> 
> 0. Por otra parte, In (a, B, b, a) no varia en los £/movimientos, pues esto 
se cumple para (2, Ñ, 5, a). Finalmente, para cualquior punto C perteneciente 
al sogmento АВ, so tiono: 


1а (о, B, b, ау==1п (а, В, с, а) 4-1 (о, B, 5, о). 


Obsérvese que on muestra definición de .£-longitud del segmento AB (0, 
do quo es lo mismo, de £-distoncia entre los puntos А y В) los puntos de la cir- 
«unferencia se pueden considerar como puntos del infinito del £-plano. En electo, 
fijando on la £-recta un punto А (а), hacomos al punto 2 (5) aproximarse 
indefinidamente a $ (o fijando В, hacemos que А se aproxime indefinidamente 


a a). Entonces la razón doblo (a, f, 6, a) = tp = сгосогё indofini- 


damento y, por consiguiente, la Z-longitud del segmento AB: In (a, В, b, a) 
tendorá hacia +09. 

Continuando la verificación do los sistemas de axiomas de Hilbert para 
nuestro modelo de geometría de Lobachevski, omitimos por ahora el ТУ grupo 
do axiomas (el axioma de paralolismo), pasando аон al último, 
У grupo do axiomas de continuidad. 

VW (axioma de Arquímodos) Sea А un punto cualquiera de 
una £-recta, situado entro unos puntos А у 2 arbitrariamento dados; tracomos 
los puntos Аз, Аз, As, ... de modo que el punto А, esté situado entre A y 
Az, Аз ontro А‹ y As, As cntre Az y As, etc. y además, que los segmentos AA y, 
АзАз, АзАз, Азда... Sean congruentes entre sí; entonces en la serie de pun- 
tos Az, Аз, Aa, » » - siempre existe un punto A, tal, quo el punto B está situado 
entre А y An- 

Para convoncerso de que este sxioma es justo es suficiente, observar que, 
on virtud do las propiedades IL y [IT de la medida, la longitud del segmento 
АА сүйт! al producto de la longitud del segmento 44, por п, Por consiguion- 
to, la longitud del segmento АА» crece indofinidamento Junto con n y el punto 
An tiende hacia ш los extremos del arco que roprosonta la £-recta. Como 
el punto В ostá situado entro А te extremo, resulta que comenzando desde 
viorto n en adelante ésto quedará situado ешге А y Ap, 

Сото segundo axioma de continuidad, en lugar del axioma de Hilbert 
«lo plenitud, tomaremos el axioma de continuidad de Cantor. 

Va. Si on una Z-recta existen dos sucesiones de puntos Ay, Az, + «+ An, 
<.. y Bu Ba, о.о) Bas + » » talos que, cualesquiera que sean р y т, By ostå 
situado entro Ap y Ву ч, у Ap entre В, y Ap ү, entonces en esta £-recta existo 
al menos un punto C situado entre A; у Bq para cualesquiera p y q. 

Considerando esta proposición como un toorema de la goomatría oucliden, 
que expresa una propiedad dol arco de circunferencia que representa а nuestra 
Z-recta, nos convencemos inmediatamoato do su justoza. 

Hasta ahora observábamos una semejanza completa do las dos geometrías: 
Ла geometría de Euclidos y la de Lobachevski. Esta semejanza se expresaba on 
«ue todos los axiomas de unión (relativos a la geometría plana), orden de con- 
gruencia y continuidad se formulaban igualmento on estas geometrías. De aqui 
Зе deduce que todos los teoremas de la goomotria cuclídca son válidos también 
en la geometria de Lobachovski, La diferencia entre las dos geometrías se ma- 
nifiesta solamente al considerar los axiomas del ТУ grupo de la geometría enclí- 
dea, procisamonto, cl axioma de paralelismo. Esto no se cumple 
еп la geometria de Lobachovski. Aquí, por cada punto A del £-plano, no situado 
еп la L-recta dada a, se puede trazar un conjunto infinito de L-rectas distintas 
que ло tengan puntos comunes con a. Esta proposición queda clara con solo mirar 
а fig. 28. Aquí, por el punto А se han trazado dos arcos Aa y AB, ortogonales 
a la circunferencia Г, de modo quo cada uno de ellos posee un extremo común 
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con el arco aĝ que ropresenta la £-recta а. Los arcos Aa y АВ ropresentan £- 
roctas que no tienen puntos comunes соп la .£-recta a (recordemos al lector que, 
según la definición, son puntos del £-plano solamente los que están situados en 
el interior de la circunferencia Т). Estas dos £-rectas se llaman £-paralolas 
а a trazadas por el punto А. Cada una de éstas tienen con a un punto del infinito 
común (® y В, respectivamento). Evidentemento, toda Z-recta que pase por А 
y esté comprendida en ol ángulo formado por las £-paralelas, no tiene puntos 
comunes con a, no sólo finitos sino tampoco del infinito. Las últimas Z-rectas 
по se llaman “Z-paralelas. 

Del hocho indicado se deducen una serie de consecuencias importantes, 
Demostremos ante todo el siguiente teorema: la suma de los ángulos de un £- 
triángulo es menor que я. Sea ABC un Z-triángulo con los ángulos a, В y y. 


FIG. 28 FIG. 29 


Apliquémosle un -movimiento que leve el vértice A al centro s= 0 del 
círculo. Entonces este .Z-triángulo tomará la forma indicada en 1; 29. 
Evidentemente, el arco В'С', que representa la -recta en la cual está situada 
el lado ВС del 2-triángulo, tendrá la convexidad dirigi 1 vértice A. 
En efecto, este punto es el punto de intersección de las tangentes al arco B'BCC* 
trazadas on los puntos B’ y С” y, рог consiguiento, está situado fi de la cir- 
cunferencia а la cual песе ol arco B'BCC*. Uniendo В y С con un segmento 
do recta (euclidea), obtenemos un triángulo ouclídeo АВС, cuya suma de ángu- 
los А + B + С es igual a л. Peroa = А, б<: Ё у ү < С, por lo tanto, 
a+ pt у < л, como se quería demostrar. 

Jemostreimos otro tcoroma más que no hay on la geometria euclidea: dos 
£-triángulos con ángulos iguales son L-congruentes. 

Sean ABC y A,B,C, triángulos con ángulos iguales, es decir, sean а = ол, 
P= Bi у y = yı. Sometamos estos tri; los a sendos .£-movimientos, que 
transformen los {чүү А y Ay en el punto О, y los lados AB у A,B, өп segmentos 
de un mismo radio A de la circunferencia Г (claro, estos movimientos serán dis- 
tintos). Si, en este caso, los lados AC y A,C, no caen en un mismo radio de la 
circunforoncia, entonces, debido a la igualdad de los Шш, а у ац, se situa- 
rán en radios simétricos respecto de л. Por lo tanto, aplicando а uno de estos 
triángulos la transformación de simetría respecto de A, hacemos coincidir a los 
radios en los cuales están situados los lados AC y A1C,. Si, entonces, los trián- 
pulok no оша, поз encontraremos con una de las dos posibilidades señaladas 
en la fig. 30. 

End caso a) los lados BC y В.С, se cortan en cierto ую D, gracias a lo 
cual se forman dos .£-triángulos: BDB, y CDC, (si D coincide con B y В, о 
con С y Сү, entonces uno de estos últimos degenera en un punto). Calculando 
Jos ángulos del £-triángulo ВРВ, tendremos, por ejemplo, para el caso repro- 


144109 
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sentado on la fig. a): 
b= Bo Ê 


a—ß y D>0. 
Por lo tanto 
B+ B4D=24B—PB4+D=n+0D (puesto que бу = В). 


Así, pues, hemos llegado a la conclusión de que la suma de los ángulos del £- 
triángulo BDB, es mayor que л, lo cual es imposible; 
En el caso b), los ángulos del £-cuadrilátero BB,CC, son: 


Bab, =h, Cay у б=т 
Por lo tanto 
DE 24 В: ул. 


Poro la suma do los ángulos de osto mismo .Z-cuadrilátoro se puedo calcular 
dividiéndolo рог la £-diagonal B,C en dos .Z-triángulos BCB, y BCC, y 


FIG. 30 


hallando la suma do todos los ángulos de estos últimos. Como tiene que resultar 
un número menor que 2x, de aquí obtenomos do nuevo una contradicción. 

Resumiendo, como resultado de los -Z-movimientos señalados, los £- 
triángulos ABC y A,B,C, tienen quo coincidir, өз decir, son congruentes. 

Para la construcción do la geometría de Lobachovski tiene gran importancia 
ol denominado ángulo de paralelismo. Sea a una £-rocta y А 
un punto fuera de ella. Tracemos por А dos Z-paralelas a a y una -Z-porpendi- 
cular a a (fig. 31). Las paralelas forman con esta porpendicular dos ángulos 
en el punto A. Estos ángulos se llaman ángulos de paralelismo y dependen sola- 
mente de la .2-distancia del punto A hasta la .£-rocta sta distancia se mido 
рог la £-longitud $ de la perpendicular 4B bajada de A а a). Para estudiar 
el ángulo de paralolísmo como función de ô —esta función so designa mediante 
n D — aplíquomos el .Z-movimiento que lleva la Z-recta perpendicular a a 
al diámetro 2 de modo que el punto A se transforme en el punto 4” = О (Ue, 32). 
Entonces las -paralelas a а se translormarán en los radios de la circunferenci 
Do la simetría del dibujo se observa la igualdad de los ángulos entre las Z- 
paralelas y la perpendicular AB". 

Designemos mediante 5” el afijo del punto В” y sea, para fijar ideas, b > 0. 
Entonces, para la 2-distancia del punto A” hasta la recta a”, tendromos: 


„0+1 1+6 
б—1 ir 


$=In(—4, 4, >, = ( 
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do dondo 


ito 
p 


Tracemos por el punto В? Ja tangente a la circunferencia unidad hasta su 
intersección con el eje real en el punto Evidentemente, С” será el centro de 
lu circunferencia cuyo arco representa la Z-recta a”, y CP" = p, su radio. 


FIG. 31 FIG. 


Como Af es un segmento tangente a esta circunferoncia, resulta: 444% = 
= AB (A'B' + 2p) о soa, 

t= (W+ 2p), 
do donde 


donde sh б es el seno hiperbólico de б. Definitivamente, del triángulo ABC’ 
hallamos: 


a 
AS БТЕ я 


De aquí ғо deduce que ol ángulo de paralolismo П (5) está comprendido 
entre 0 y Fe 


0148) < 


2 


además, П (5) > а medida que 60 (puesto que sh д —> 0, -1 > оо 
2 эё 


T 


tii toa 

y. por consiguiente, aretg ig —-®) 
1 1 

6, р 0 y arg 0). 


y TI (8) — Ocuando ò + co (puesto que 


11 
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La fórmula que acabamos de deducir para П (ð) es básica para toda la geo- 


motría de Lobachevski. 
Aquí no vamos a desarrollar más la geometría do Lobachovski, recomendan- 


do al lector que lea obras especiales +). 

4.9. Entre las funciones racionales de grado superior al primero, 
en el ap. 3.3 estudiamos la función de la forma w = (z — а)", donde 
п es un número natural (n > 1). 

Detengámonos también en la función w = 4 (z + $) = А0), 
quc frecuentemente aparece en la resolución de diversos problemas. 
Por todas las aplicaciones de esta función que N. Joukowski halló 
para la aeromecánica (véase el cap. V), se llama función de 
Joukowski. 

A 

Evidentemente, ésta es una función de segundo orden (w=*1), 


que satisface a la condición A (z) = } (+) . De aquí se deduce que cada 


punto del plano w tiene en la transformación w = А (z) dos (no 
más de dos) preimágenes z; y zz, ligadas рог la relación 212, = 1. Si 
una de éstas pertenece al interior del círculo unidad, la otra per- 
tenece a su exterior y viceversa, Por consiguiente, los conjuntos 
de valores w = À (2) que se toman en el interior y en el exterior del 
círculo unidad, tienen que ser iguales. Demostremos que la función 
ш = ), (2), siendo continua (en el sentido genoralizado) en el dominio 
[2 |< 1 (0 |2 |>1) y tomando distintos valores en los puntos del 
recinto |2]< 1 (o 12122 4), transforma biunívoca y continua- 
mente el recinto |z |< 1 (о |z | > 1) en cierto recinto G del pla- 
no ш. Para hallar la frontera T de este recinto hay que hallar la ima- 
gon de la circunferencia unidad ү: | | = 1. Pero, si 


в=еЧ, 0<t<2m, entonces w =< (e pe) =cost(0<1<20), 


es decir, la imagen de la circunferencia unidad y es el segmento del 
eje real 1—1, 1), recorrido dos veces. Por lo tanto, se puedo esperar 
que el recinto G está formado por todos los puntos del plano w, a ex- 
cepción de aquellos que pertenecen al segmento del cje real Г: 


—1 < #<1. 
Para demostrar esto, hagamos un estudio más detallado de 


esta transformación; con este fin, consideromos (fig. 33) las imáge- 
nos de las circunferencias |z | = г y los radios Arg z = a + 2kn. 
Podemos limitarnos a considerar, por ejemplo, el interior de la 
circunferencia unidad |z | < 4. 

Hagamos 


z=rél, 0<ї<2л (0<r<i) 


») N. Lobachevski. Tres obras de geometría. Estudios geométricos sobre la 
teoría de las líneas paralelas. Véase también N. Efimov, Geometría superior. 
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+r) cosi—i4 (+57) sent 


o bien 


u=h(h+4r) cost, v=—F(L—r)sent (0<t2m). (49:1) 
De aquí, eliminando el parámetro #, obtenemos: 


u? v 


EEI EGN 


Esta es la ecuación de una elipse con los semiejes a = 4 (+ + r) 


(4.9:2) 


уь (+ — r) y focos +1. De las fórmulas (4 


:1) so deduco que, 


FIG. 33 


cuando ё crece continuamente desde 0 hasta 2л (es decir, que el 
punto z describe una sola vez toda la circunferencia | = | = ғ en direc- 
ción positiva), el punto correspondiente describe una sola vez toda 


la elipse (4.9:2) en dirección negativa. En efecto, cuando 0 < t < 2 7 
и es positivo y decrece desde а hasta 0, mientras que v es negativo 
y decrece desdo 0 hasta —b; cuando F < t < л, u continúa decre- 
ciendo desde O hasta —a, mientras que v crece desde —b hasta 0; 

cuando л < £ < $, u crece desde —a hasta O, mientras que v crece 
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desde 0 hasta b; finalmente, cuando Zt < 2 < 27, ш crece desde 0 


hasta а, mientras que v decrece desde b hasta 0. 

Variando el radio r de la circunferencia | z | == г desde O hasta 1, 
hacemos decrecer a a desde co hasta 4 y b, desde оо hasta 0; las 
elipses correspondientes describirán todo el conjunto de elipses del 
plano w con los focos +1. De esto ya зо deduce que w = А (2) trans- 
forma biunívocamente el círculo unidad en el recinto G que repre- 
senta el exterior del segmento Г. Además, la imagen del centro del 
círculo unidad es el punto del infinito, y la imagen do la circunfe- 
rencia unidad es el segmento Г (doblemente recorrido). 

Para la imagen del radio z = te“, 0< t< 1, obtenemos pri- 
mero la ecuación 


++ 1) cosa— iz (1) sena, 
o bien 
1 1 (1 р 
+41) 0080, v=—3 (F—1)sena (0<t<1. (4.9:3) 


De aquí se ve que las imágenes de dos radios, simétricos respecto 
del ejo real (si a uno de ellos le correspondo el ángulo æ, entonces 
al otro le corresponderá el ángulo —a), también son simétricos res- 
pecto del eje real, mientras que las imágenes de dos radios, simótri- 
cos resposto del eje imaginario (si a uno de ellos le corresponde el 
ángulo a, entonces al otro lo corresponderá el ángulo л. — a), son simétri- 
cas respucto del eje imaginario. Por lo tanto, es suticionto considerar 
solamento las imágenes de los radios perteneciontos, por ejomplo, al 


primor cuadrante: 0 Са < 5. 
Obsérvese que para æ = 0 so tieno: 


WE opi 
и=(ф+). v=0 (000). 
Esto es un semiintervalo infinito del eje real: 1 <u < со. El inter- 
valy simótrico a éste —оо < u < —1 es la imagen del radio que 
correspomdo а œ = л. 


a Я 
Para а = 5, so tiene: 


u=0, к= 5 


Esto es ol semieje imaginario: —оо < v < 0. El otro somioje ima- 
ginario 0 < v < оо es la imagen del radio que corresponde a а = 


+— t) (02е 1). 
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En resumen, la imagen del diámetro «horizontal» de la circun- 
ferencia unidad es el intervalo infinito del eje real que va desde 
el punto —1 hasta el punto -+1 pasándo por оо, mientras que la ima- 
gon dol diámetro «vertical» es todo el eje imaginario, а excopción 
del origen de coordenadas (incluyendo el punto del infinito). 


Supongamos ahora que 0 < а <<. Entonces, eliminando el 


parámetro + entre las ecuaciones (4.9:3), obtenemos: 
ua а 
cost a ma 


Esta es la ecuación de una hipérbola con el semieje real а == cos œ; 
con el semieje imaginario b = sen о y con los focos +1. Sin embar- 
go, el punto w no describe toda la hipérbola por completo cuando 
el punto z describe todo el radio z = tett (0 <t< 1). En electo, 
de las ecuaciones (4.9:3) so deduco que, al crecer £ desde 0 hasta 1, 
и досгесо desde оо hasta соз с, mientras que v croce desde —oo 
hasta 0, Por consiguionte, el punto describe una vez solamente la 
cuarta parte de toda la hipérbola perteneciente al cuarto cuadrante. 
En virtud de lo observado anteriormento, la cuarta parte pertene- 
ciente al primer cuadrante, es d la simétrica a la dada respecto 
del eje real, será la imagen dol radio simétrico al radio dado respecto 
dol eje real, es decir, del radio correspondiente al ángulo —о. Pero 
по sería justo decir que toda la rama de la hipérbola que pasa 
por el primero y cuarto cuadrantes es la imagen del par de radios 
indicados, En efecto, el vértice de la hipérbola и = а, v = 0 no per- 
tenece a esta imagen (no olvidemos que nuestros radios se toman 
sin sus puntos extremos y que el vértice de la hipérbola es la imagen 
de cada uno de estos punto: 

Luego obtenemos que las imágones de los radios que corresponden 
а los ángulos 4 — a y a + л (o a — л), son las cuartas partos de la 
misma hípérbola, situadas en el tercero y segundo cuadrantes. 

La hipérbola completa, a excepción de sus dos vértices, es la 
imagen do la cuaterna de radios: +a, л +a. Obsérvese que la 
imagen de cada uno de los diámelros formados por estos radios será 
la parte de la hipérbola formada por los pares de sus cuartas partes 
que son simétricas respecto del origen de coordenadas y quo están 
ligadas entre sí en el punto del infinito, 


Resumiendo, la función w = А (2) 


(4.9:4) 


z(z +2 2) transforma biu- 
nivocamente tanto el interior сото el exterior del cárculo unidad en el 
exterior del segmento —1 < и < +1 (del eje real). 

En este caso, las circunferencias | | = r se transforman en elipses 
con los focos +1 y semiejes: + | r|, y los pares de diámetros simé- 
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tricos respecto de los ejes coordenados (formados por los radios z = 
= гене (0. ғ < 1) se transforman en hipérbolas con los focos 
1 y semiejes | соз æ |, | зеп æ |, a excepción de los vértices de estas 
hipérbolas. 

Como la derivada de nuestra función 


w= =4 (1-4 


es diferente de cero para z 75 +1, la transformación es conforme en 
todos los puntos de los recintos considerados (el interior y el exte- 
rior del círculo unidad). De aquí se deduce que las hipérbolas se 
cortan con las elipses bajo ángulos iguales a los formados en las 
intersecciones de los radios y las circunferencias, es decir, bajo 
ángulos rectos. Esta deducción ya se hizo antes (ap. 3.7). 

Consideremos también las imágenes de las circunferencias que 
pasan por los puntos +1. De la igualdad 


= (3+4) =2() 


obtenemos: 


ГК P,» ЖЕЕ! EG є wis PEAH _ еч с 
de donde 
w—i 2132 
stie (5н) 
Fácilmente se observa que esta ecuación es equivalente a la 
dada. Haciondo = =7' y 21.1”, hallaromos que la transfor- 


241 
mación w=4 (z) puede sustituirse por las siguientes: 


(4.9:5) 


La primera transforma las circunferencias que pasan por los 
puntos +1 en rectas que pasan por el origen de coordenadas. la 
sogunda transforma cada una de estas rectas en un rayo que parte 
del origon de coordenadas, y, finalmente, la última transforma cada 
uno de estos rayos en el arco de la circunferencia que une los puntos 
2-1. De las fórmulas (4.9:5) se ve fácilmente que, si el ángulo entre 
la circunferencia y la dirección positiva del ejo real en el punto 
z= 1 era igual a Ө, entonces el ángulo en el punto w = 1 entro 
su imagen (ol arco de la circunferencia) y la dirección positiva del 
eje real será igual a 20 (fig. 34). 

Así, pues, la función w = A (z) transforma cada circunferencia y, 
que pase por los puntos +1 y que forme en el punto 1 el ángulo Ө con 
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la dirección positiva del eje real, en un arco б de circunferencia que 
pasa por los puntos +1 y forma el ángulo 29 con la dirección positiva 
del eje гөз]. Las mismas fórmulas (4.9:5) muestran que еп este caso 
cada uno de los arcos de y por separado, con los extremos +14, se 
transforma en el mismo arco б. 

Obsérvese que en la primera de las transformaciones (4.9:5) 
el exterior de la circunferencia y se transforma en un semiplano, 
en la segunda obtenemos un recinto limitado por un rayo rectilíneo 
que parte del origen de coordenadas, y, finalmente, en la tercera, 


FIG, 34 


un recinto cuya frontera es el arco 6. Como todas estas transforma- 
ciones son biunívocas en los recintos correspondientes, la función 
ш = А (z) realiza una transformación biunívoca y conforme del 
exterior de la circunferencia y (y también del interior de esta circun- 
forencia) en el recinto cuya frontera es el arco de la circunferencia 8 
que une los puntos +1. 

Conviene señalar que la función w = А (2) transforma el somicír- 
culo Жү: |z | < 1, situado en el semiplano superior, en el semiplano 
inferior w, y el semicírculo Ё, situado en el semiplano inferior, en el 


semiplano superior ш. Pero, en virtud de la relación А (2) = А (4), 


la función toma en los puntos del semicírculo k, los mismos valo- 
res que en los puntos del semiplano superior que son exteriores al 
semicírculo Кү. Designando el conjunto de estos últimos puntos 
mediante K, (fig. 35), so puede afirmar que la imagon del recinto 
K, también es el semiplano superior. Tengamos en cuenta, final- 
mente, que la imagen do la semicircunferencia que separa ki y Ka 
es el intervalo —1 < u < 1, recorrido una sola vez. De aquí se dedu- 
ce que la imagen del semiplano superior en la transformación ш = 
= А (z) consta de los semiplanos superior e inferior y del intervalo 
del eje real: —1 < и < 1, es decir, es todo el plano, a excepción del 
segmento infinito del eje real que une los puntos —1 y +1 mediante 
el punto del infinito. 
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Como aplicación de las observaciones hechas aquí, proponemos 
al lector estudiar la transformación de la franja 0 < т < л modian- 
te la función w = cos z, considerando esta transformación como el 
rosultado “de las transformaciones 


n 4 j Y 
asi пее. иеа (а+2). 


efoctnadas зпссзітатедіе, una tras otra. El lector tiene que demos- 
trar que w = созт transforma biunívoca y conformemonte la 


franja indicada en el recinto del plano w limitado por el segmento 
infinito del eje real que une los puntos —1 y 1 mediante el punto 
del infinito. 

4.40. Aquí nos detendremos brevemente en las funciones 
meromorftas trascendentos elementales (es decir, 
funciones meromorlas no racionales). Entre las más clemontales 
(a охсорсіби de las funciones enteras) figuran, por ojomplo, las fun- 
ciones 


cos s 1 1 


senz 
= = ‚ cosecz 
еп; > 8002 coser 


lez TEN 


ctgz= 


Que éstas no son racionales, se doduce inmediatamonte de que cada 
una de estas funciones posco un conjunto infinito de polos, es decir, 
de puntos еп los cuales la función se hace infinita, mientras que 
la función racional posee solamente un número finito de polos. 

Las funciones indicadas, así como las funciones entoras cos z 
y son z, figuran en la clase de las funciones trigonométricas. Esta 
última se define como la elase de funciones теготогГаз f (2) que admi- 
ten la representacisn 


w=1() 2 Ple) otari азе... haneri 


ere rr (610:1) 
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Está claro que obtenemos la misma clase al considerar las 
funciones expresables en la forma 


Die 
F() (4.10:2) 
Sa 
Esta última expresión puede esoribirse así: 
в+ $; Кај a. y) соз jz+t (ау—а. y) sen jz] 
O — = 
+}, Mön +b-n) cos ksi а 0) son Ас] 
Т 
ao-+ } СА) соз jz- 1) sen уг) 
= 1 Я (4.10:3) 


я 
bot 2 (8; cos kz — Ву son kz) 


En el caso particular, cuando el denominador es constante (en- 
tonces se puede suponer que бе es igual a 1), obtenemos un ро11- 
nomio trigonométrico: 


Ё (2) = ao + Y (А) cos j24- A} son j2). 
T 


Si al menos uno de los números А» о A; es diferente de cero, se dice 
que F (z) es un polinomio trigonométrico de orden n. 

Volvamos а considerar de nuevo la fórmula (4.10:1) y hagamos 
eé? = t; entoncos obtenemos: 
= 
700 


es decir, una función trigonométrica arbitraria es una función racio- 
nal de Ја exponencial. Evidentemente, toda función trigonométrica 
es periódica, de período 2x. Por lo tanto, es suficiente estudiarla 


en una franja cualquiera g: zo < £< zx + 2л. En cada una de 
las franjas 


w 


=S (t), t=e, 


Ек ло +2 2 << o + (2k +1) n 


esta función. debido a la periodicidad, tendrá un mismo comporta- 
miento. Supongamos que z describe la franja g (incluyendo en ella 
Ja recta 2 = го); entonces z; = iz describirá una franja хо < yı < 
< ту + 2л de la misma anchura 2л, parallela al eje real. Рог consi- 
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guiente, 2 = el: describirá un ángulo de medida 2л con el vértice 
en el origen de coordenadas. Los lados de esto ángulo se confunden 
en una semirrecta Arg £ == zx, + 2kn, que también es recorrida 
por el punto t, precisamente cuando z describe la recta Rez = Zo. 
Al fin y al cabo, cuando z describe la franja g, £ describe todo el 
plano, a excepción de los puntos £=0 y = оо. 

Si N es el orden de la función racional w = S (2), ésta, como ya 
se sabe por el ap. 4.1, toma cada uno de sus valores, por lo general, 
en N puntos del plano ampliado £. Como en nuestro caso se han exclui- 
do los valores £ == 0 у { = оо, solamente se puedo afirmar que w 
tomará todos los valores, a excepción, posiblemente, de los valores 
5 (0) y S (оо), para № valores de ż (entre los cuales algunos pueden 
ser iguales entre sí para valores especiales de w). 

Pero la correspondencia entre + у z es biunívoca dentro de los 
límites de la franja g; debido a esto la función trigonométrica w = 
= S (e) toma cada valor complejo (a excepción, posiblemente, 
de los números $ (0) у 5 (00)) en NV puntos de la franja g y, por con- 
siguiente, de cada franja g,. Entre estos № puntos puede haber algu- 
поз coincidentes; pero esto último es posible solamente para algunos 
valores de w (la cantidad de éstos no es mayor que n + m, donde 
n у m son los grados de P (t) y Q (t); véase el ap. 4.1). 

De lo expuesto se deduce que cada ecuación de la forma 


1@ = 5 ()=4, 


donde f (z) es una función trigonométrica (sk const) y А es un número 
complejo cualquiera, posee un conjunto infinito de raíces (N raíces en 
cada franja g,), a excepción, posiblemente, de dos valores especiales 
de A: A = S (0) y A = S (оо), para los cuales la ecuación puede no 
poscer ninguna raíz. 

Ejemplos. 


1) 1@= 


Aquí 5 (0) = 2", $ (0) = 0, 5 (оо) = оо y la función 5 (0) no toma 
los valores 0 у оо cuando t%0, = оо; debido a esto, f(z) no 
toma los valores O y co para ningún valor do z, 


E, (шейн, 


A de 
2) 10. ; 
Aquí SO= 2 S(0)=S (со) =0 y S(t) no se anula cuando 


150, tœ. Por lo tanto, f (2) =secz no se anula para ningún 
valor de z. 
1004 _ 104 


3) Па te. 
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Aquí S()=1 + 50) =}, S(00)=—i у SU) no toma los 
valores ¿ y —i cuando t0, {= оо. Por lo tanto, ў (2) = (92 по 
toma los valores ¿ y —i para ningún valor de z. 
соз: _ еби фен арр |_ 
4) er ы Се 


Ади S() = H, SO = 5 (9) = 0. Sin embargo, 5 (1) 
se anula también en puntos distintos de O y оо, precisamente, cuando 


Ди 
1 | 


FIG. 36 


t= +i. Por lo tanto, f (2) = cosa, Yoma todos los valores com- 


plejos sin excepción (y cada uno de ellos en un conjunto infinito 
de puntos). 

Examinemos más detalladamente la función tgz= -4 77 
(t = e). En la fig. 36 está representada la superficie и = | tg z |, 
es decir, cl relieve de la tangente *). Para obtener la transformación 
ш == tg 2, representémosla en forma de las siguientes transformacio- 
nes, realizadas sucesivamente una tras otra: 


i=iz, t=, (=, w=t= 


*) El dibujo se ha copiado de las «Tablas de funciones» йо Jahnke y Emde. 
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Si g es la franja zọ <x< ta +h, donde O< h< л, entonces 
С = iz transforma a ésta en la franja zo < Ņ < ze +h, t=e 
transforma esta última franja en un ángulo de magnitud % con el 
vértice en el origen de coordenadas y con los lados Arg і = л 
+ 2л y Arg t = ту +h-+2na; por otra parte, la transformación 
ty == 22 nos da un ángulo de magnitud 2 con los lados Arg f, 

= 2ш + 2л у Argt=20%w + 2А +2x y, finalmente, w = 


14 РА s 
3 como transformación homográfica, transforma los 
Л 


lados del ángulo en arcos de circunferencias que unen los puntos 

w= i (ti = 0) y w = —i (t, = оо), y el mismo ángulo, en una 

lúnula circular (biángulo) con los mismos ángulos 2. Como la dori- 
а 


— 5 + 2kn, las tangentes 
a las curvas que parten del punto t, = 0 giran en la transformación 
por esto, las tangentes a los arcos de 


que limitan el biángulo tienen que formar con 
n positiva del eje real, on el punto w == +, los ángulos 


vada 


л y 225 + 2%— $. Con estas condiciones, el biángulo con los 


vértices ¿ y —i queda completamente determinado (fig. 37). 

Cada una de las transformaciones consideradas por separado 
es biunívoca y conforme. Debido a esto, la transformación resultante 
w == tg п transforma biunivoca y conformemente la franja ty < = = 
2 < Zo + В de anchura һ (h < л) en un biángulo circular de 
ángulos iguales a 2h, con los vértices en los puntos —i y i. 
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En particular, si л = 7, los ángulos del biángulo se convierten 


en л, y el biángulo mismo, en un círculo o en un semiplano. De aquí 
se deduce que la función w = tg z transforma cada franja хо < = < 


< ж +3 de anchura = en un círculo о en un semiplano. 
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5.1. Las funciones enteras y meromorfas w = f (2), ostudiadas 
en los apartados anteriores, toman por lo general un mismo valor w 
en unos cuantos (dos o más) puntos del plano z. Forma una excepción 
solamente la función homográfica, que realiza una transformación 
biunívoca dol plano ampliado sobre sí mismo. Dejando de un lado 
esta excepción, en todos los demás casos la transformación inversa 
z= f% (ш) no es unívoca. Esto significa que las funcioues inversas 
a las consideradas son multiformes. 

Para que sea posible aplicar a las funciones multiformes los 
conceptos y resultados obtenidos para las funciones uniformes, 
es necesario saber separar las ramas (о dotorminacio- 
wen uniformes de estas funciones. 

lo aquí cómo se consigue esto ordinariamente. 

Sea z = f (w) una función definida, uniforme y continua (en 
sentido generalizado) en un recinto G del plano ampliado. Suponga- 
mos que se ha conseguido dividir de algún modo el recinto G en un 
conjunto finito o numerable de recintos gi, Za, . . ·, que carecen 
de puntos comunes dos a dos, de modo que cualquier punto dol 
recinto G sea interior para un solo recinto g, o sea punto frontera 
común al menos para dos recintos д; о g,, y que en cada uno do estos 
recintos la transformación z = f (ш) sea biunívoca. Entonces la 
imagen de cada g, será también un recinto f (g,) = б, (en el cap. У 
esta afirmación fue demostrada con la condición de que f (w) sea 
analítica) y toda la imagen / (С) se cubrirá рог los recintos б, 
y también por las imágenes de las partes comunes de las fronteras 
de los recintos gh. 

Consideremos la función inversa w = F (z) en cada uno de los 
recintos бу definiéndola por la condición complementaria de que 
sus valores pertenezcan a ga, que es la preimagen del recinto бу. 
Entonces la función F (2), generalmente multiforme, se expresará 
mediante unos cuantas, posiblemente infinitas, funciones £, (2) 
uniformes y continuas (en sentido generalizado). A cada una de 
éstas llamaremos rama (o determinación) unifor- 
mo do la función Р (2) en el recinto correspondiente бу. Es impor- 
tante tener en cuenta en esta definición que el carácter de los recin- 
tos бу, y también el de las ramas uniformes Р, (z) de la fune: 
depende esencialmente de la forma en que se ha dividido el recinto G 


176 CAP.ILLA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES BLEMENTALES 


en recintos g}. En los casos más elementales, el recinto G admite 
una ión en recintos g, tal, que los recintos correspondientes Съ 
coinciden entre sí. Supongamos, por ejemplo, que Gr, бы,... 
coinciden con un mismo recinto G’. Entonces la función multi 
forme w = F (z) posee muchas, posiblemente infinitas, ramas uni- 
formes еп el recinto G’, precisamente: Fa, (2), Faz (2), -.. 

A todo lo dicho antoriormente hay que añadir que para una fun- 
ción continua arbitraria z = f (w) la división del recinto G en 
recintos гу, que satisfagan a las condiciones indicadas anteriormente, 
es generalmente imposible. Sin embargo, cuando la función z = 
= f (w) es analítica en el recinto G (a excepción de puntos aislados 
on los cuales ella puede ser igual a оо), en el ap. 3.4 del octavo 
capítulo se demostrará que semejante división siempre es posible 
y además de infínitos modos. 

A una función z = f (w), analítica en cierto recinto g (а excep- 
ción, posiblemente, de los puntos en los cuales ella es igual a оо) 
y que tome en distintos puntos del recinto diferentes valores 
U (ш) + f (104) si ш, = w, y иң, 10, €g), llamaremos univa- 
lente en el recinto g. Si existe en el recinto al menos 
un par de puntos distintos en los cuales f (w) toma un mismo valor: 
$ (шч) = f (wi), шү = шу, diremos que la función es multiva- 
lente en este recinto. 

El hecho al que alegábamos anteriormente, se puede enunciar 
así: si una función analítica z = f (w) es multivalente en un recinto 
б, éste puede dividirse en un conjunto finito o numerablo до recintos 
en cada uno do los cuales f (w) es univalente. Los recintos correspon- 
dientes g, se llaman recintos de univalencia de 
la función f (ш). 

Por lo tanto, el método descrito anteriormente de separación 
do ramas uniformes siempre es aplicable a las funciones que son 
inversas respecto de las multivalentos. 

En este párrafo se ilustrará el método indicado para el caso de 
funciones elementales; mas no tendremos que basarnos en el toorema 
que se ha señalado sin demostración, puesto que la división del 
recinto G en recintos de univalencia se obtendrá cada vez aplicando 
las propiedades conocidas de las funciones elementales. 

Además de las funciones inversas a las elementales, estudiaremos 
también aquí otras funciones multiformes, obtenidas como funcio- 
nes compuestas de la forma «pp (z) (donde ф (z) o їр (2) son funciones 
inversas de las elementales), o como combinaciones racionales 
do tales funciones. 

5.2. Consideremos el radical w = V7, que representa una fun- 
ción inversa a la función potencial z = w” (n es un número natural, 
mayor que la unidad). 
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Para cada z, distinto de cero e infinito, ol radical posee n valores 
distintos, dados por la fórmula 


РТ (cos EE 4 i sen 282). (5.2:1) 


Cuando z = 0 о z = оо se obtiene cada vez un solo valor de la 
función, w = 0 o ш = оо, respectivamente. Los т valores (5.2:4), 
que representan aquellos puntos del plano w en los cuales ш" toma 
un mismo valor z, ве sitúan en los vértices de un polígono regular 
de n lados inscrito en una circunferencia |w | = p; Tz]. 

Recíprocamente: los vértices de cualguier polígono regular de n 
lados con el centro en ol origen de coordenadas se pueden considerar 

a= Dehi, x 2 
como n valores de }/ т. Debido а esto, un recinto g del plano re será 
un recinto de nnivalencia рага 2 = w” cuando, y sólo cuando, de 
los n vérlices de cualquier polígono regular con el centro w — 0 
éste contiene no más de un vértice. 

Evidentemente, a esta condición satisface cada ángulo de medida 
2% con el vértico on el origon de coordenadas. Tracemos desdo ol 
origen de coordenadas т rayos rectilíneos gue formen entro sí ángulos 
iguales, Entonces hallaremos que todo el plano, еп el cual ostá de- 
finida la función multivalente z = ш", se dividirá en љ recintos 
de univalencia do esta función: д, ge, . . ., ga- La imagen de cada 
uno de éstos será un mismo recinto G’ del plano z cuya frontora es 
un rayo roctilínco Z que parte del origen de coordenadas. Si о! 
recinto gn está limitado por los rayos que forman los ángulos yw + 
С 20-02 con la parto positiva del eje real, entonces 


Y + 
el rayo L formará con la parte positiva del ejo real ol ángulo nio. 
De acuerdo con lo dicho en el ap. 5.1, obtendremos en el recinto 


6' п ramas uniformes de la función 2. Cada una de ellas: у: 


Й 
(k = 1, 2, ..., п) se determina complotamente por la condición 
de que sus valores w= 2 pert 


сеп al recinto gy. Сото z = ш" 

б 

розес derivada diferente de cero en todos los puntos del recinto 

gui Y =nu"=!, las ramas /2 también posecrán derivadas difor 
й 


tes de cero: 


1 1 
Tip “(у ne) 
Tomemos ahora un sistema de rayos rectilíneos que partan del 


origen de coordenadas, y que se obtiene del anterior mediante una 
rotación alrededor del origen de coordenadas en un ángulo о, 0 < 


121199 


(И) 
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<a<2L. Entonces el nuevo sistema dividirá el plano wen r 


recintos d,, » da, cada uno de los cuales d, tendrá partes comunes 
con dos recintos vecinos ga у 4+; (si Æ = n, entonces д, +, debe 
sustituirse por gy) (fig. 38). 

La imagen de cada uno de los recintos 2, del plano w será un 
mismo recinto D’, limitado por el rayo rectilíneo M que parte del 
origen de coordenadas y forma con la parte positiva del eje real 


FIG. 38 


el ángulo no + na. En este recinto también obtendremos п ramas 


uniformes de la función 3/2, cada una de las cuales se determina 
porque sus valores pertenecen al recinto correspondiente d}. Desig- 


nemos estas ramas mediante (1/2), Estas son diferenciables еп D’ 
y para sus derivadas se tiene: 


(VDdi=1:n (Y Di. 


Comparémoslas con las ramas 3/2; como parte de la proimagen 
к 


а, del recinto D’ en el plano w pertenece al recinto gẹ y parte al 


recinto g+, la rama (1/2), en la parte del recinto D’ que repre- 
senta la imagen de la parte común de los recintos d, y ga, coincidirá 


con }/ т, mientras que en la otra parte del recinto D’ (que representa 
б 
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la imagen de la parte común de los recintos dy y £x+1) coincidirá 
con Vz. 
ү 
Vemos, pues, que al sustituir unos recintos de univalencia por 
otros cada mueva rama uniforme se obtiene mediante la unión 
de la parte de definición de una de sus ramas anterioros con la parte 


de definición de otra rama anterior. 
Si el ángulo de rotación æ = 0, entonces d, coincide con ga, D’ 


coincide соп G’ y cada rama (Y 2), coincido соп 72. Cuando el 
А 


ángulo a, aumentando continuamente, se aproxima a 22, el recinto 
d, so aproxima a уу, el recinto correspondiente D’ se aproxima 
a С’ y la rama (/ 2), en mayor y mayor parte del recinto D’ coin- 
cide con la rama Va (en lugar de £n+1 y vz se debe tomar gi y Уз). 


Cuando «= ®, d, coincide соп уу, Р" coincide соп G' y 
la rama (1/2), se convierte en la rama Va 
+ 
También se puede observar el paso de una rama /2 a otra /: 
x +1 
haciendo describir al punto z una circunferencia completa con ol 
centro en el origen de coordenadas. Si el valor de }/2 en el punto 
Zo se suponía pertenecionte a la rama }/2 y se representaba por el 
f 
punto шу del recinto ga: 


= Y [ш] (сов £- isen 2) Я 


al moverse continuamente el punto z por la circunferencia | z | == 
= | 20 | en la dirección positiva, el valor correspondiente del radical 


„К. L pisent 

ш И] (cos L +isen 2) 

variará continuamente junto con Ф, y después de un recorrido 
completo al volver el punto z а la posición inicial zp, el valor 
del radical se convertirá en 


w= ЁГЕ] (08 PEE i sen Те), 


Este último se obtiene de wọ mediante una sotacióN alreðedor 
del origen de coordenadas en el ángulo 2“; por consiguiente, el 


У) 


12% 


180 CAP. И LA DERIVARILIDAD. LAS FUNCIONFS ELEMENTALES 


punto w, pertenece al recinto ду +1, vecino de у, y w; es el valor de 
la rama Vz en el punto гу. 
«+1 
Esta conclusión se puede aplicar a cualquier punto del recinto 
G', de donde se deduce que al recorrer el punto z una circunferencia 
de cualquier radio con el centro en el origen de coordenadas, los 


valores de /z, variando continuamente, pasan de la rama 32 a la 
h 


rama VZ. 
кн 
Se necesita un recorrido n-múltiple del punto z alrededor del 
punto z = 0 en la dirección positiva para qué las ramas del radical 
ТЗ, sustituyóndose una por otra Oz por Vz, Ут por VZ, 
khi +1 k+2 


‚Уз рог Ya, тазу ve por va, vuelvan a las ramas iniciales. 


Er ЛОНО A E A ИТР 
(de una vuelta) por una curva cerrada de Jordan alrededor del punto, 
en cualquier ontorno del mismo, sustituye una rama continuamente 
variable de la función multiforme por otra rama de esta función, 
se llama punto de ramificación de Ja función. 

El hecho de que después de dar n ltas en una misma dirección 
obtenemos la rama inicial, se ейге Шад, que el punto dado 
de ramificación es de orden finito, precisamente de orden n — 1, 
llamándose punto algebraico de ramificación”). 

Resumiendo, el punto z = 0 es un punto algebraico de ramifi- 


cación de ordon n — 1 рага la función z. 
Evidentemente, el punto z = co también se puede considerar 
como punto algebraico de ramificación de orden n — 1 de la fun- 


ción 2, puesto que cada recorrido alrodedor del mismo a lo largo 
de una circunferencia de radio arbitrariamente grande con el centro 
en el origen de coordenadas es a la vez un recorrido alrededor del 


origen de coordenadas. Por esto, la función multiforme w = 3/2 
posee dos puntos de ramificación en el plano 2: z = 0 y 2 — оо, 


ambos de orden n — 1. 

Las ramas uniformes de esta función descritas anteriormente 
Fueron construidas para los recintos del tipo С’ o D’, cuyas fronteras 
representaban un rayo rectilíneo que unía ambos puntos de ramifi- 
cación. Se obtiene un tipo más general de un recinto semejante si 
en lugar de un rayo rectilíneo se traza una curva de Jordan arbitra- 
ria del plano ampliado que una los puntos 0 y оо. Sea Г esta curva 


>) El último concepto supone tam! que en el punto dado existe ol Jímito 


de la función (finito o infinito). 
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y G, el recinto limitado por ella. Si z describe la curva Г desde el 
punto inicial (0) hasta el final (оо), entonces los n puntos w = Yz 
que lo corresponden describen z curvas de Jordan y, que unen el 
punto 0 con el punto оо. Estas curvas no tienen otros puntos comunes, 
además de 0 y оо, y forman a pares (у, con ya+1) curvas de Jordan 
cerradas del plano ampliado. 

Sea gh aquel de los dos recintos limitados por las curvas yp 
У пч: que no contiene a las curvas Ya ---, Yast Yatt -+e Yas 
Al girar el plano z alrededor del origen de coordenadas cl ángulo 27, 
la curva уд, debido a su construcción, pasa а yis; la curva yayz1 
а Pn+a y Cl recinto gí al recinto дї. Como gi у #141 no tienen pun- 
tos comunes, ninguno de estos recintos contendrá un par de puntos 
que pasen uno a otro como resultado de tal giro. Por esta razón, 
todos los recintos gi (k = 1, 2, ..., n) son recintos de univalen- 
cia рага 2 = ш", y obtenemos n ramas uniformes de la función 3/2 
en el recinto G, exigiendo que los valores de cada rama pertenezcan 
al recinto correspondiente gh. Para fijar una rama es suficiente seña- 
lar ol valor de Yz on un punto cualquiera zp dol recinto С; si esto 
valor ов wo, existirá un recinto único gh que contendrá el punto wo, 
y junto con él una rama única [z en el recinto С, que tomará el 
valor wọ еп el punto zo. So obra de este modo, precisamente, cuando 
so desea fijar una rama determinada ў/2 en un recinto del tipo G. 

Sean Va y Va dos ramas de /2 en el recinto G y supongamos 


que sus valores en cierto punto ду son iguales а w, y шу, respectiva- 
mente. Como 


w= Viz =V Гг] (cos SEZER зоп едт) 
w= а УЗ] (cos RERE $ зоп 0л), 


dondo т” у m” son números enteros, el valor ш; puede obtenerse 
de w, multiplicándolo por 


n= соз PUEZMDA y; son 200 285, 
ов decir, рог uno de los valores de }/ 1. Pero, al multiplicar la fun- 
ción $2 por el número y so obtiene, evidentemente, una fuución 
n= 8, s i 4, 
q v uniforme y continua en el recinto G, cuyos valores ropresen- 


tan Y/z y pertenecen al mismo recinto al cual pertenece el punto 
o = Уз Por consiguiente, y Ve = Ve en todo el recin- 
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to С. Vemos, pues, que las доз ramas de {2 en un mismo recinto С 
pueden obtenerse una de otra multiplicando por cierto valor de 1. 


_Todas las conclusiones de este apartado se extienden, con las 
evidontes variaciones correspondientes, a las funciones de una forma 
más general: 


Уса о bien и=ү/ 


Recomendamos al lector estudiar estos ejemplos, үш 

que estas funciones son inversas a las funciones z = a + w" y z = 
"ta 

= ястү”, рага las cuales los recintos de univalencia son los mismos 

que para la función 2 = ш". Hay que observar en este caso que Jos 


puntos de ramificación de la función w = Vz — a son a y оо, y los 
pzas 


puntos de ramificación de la función w = J/ZEson a y b, y que 


T 
la separación de una rama uniforme de la función es posible en 
cualquier recinto cuya frontera sea un arco de Jordan que una los 
puntos de ramificación. 


5.3. Para aclarar mejor ol concepto de punto de ramificación, 
consideremos la función multiforme 


w=f()=VP (ш), (5.3:1) 


donde P (z) es un polinomio «arbitrario. Sea № el grado de este 
polinomio, as, аз, . . ., Am, todos sus ceros distintos у о, 93. ++ - 
«+. Gm, sus órdenes de multiplicidad (æ, + а +... + = 
= N). Entonces Р (з) puede expresarse en la forma 


P(2)=4(2-a)" ... (¿—4m)"", 


de donde 
Н) = Уда)... ан)" (5.3:2) 


Consideremos una curva de Jordan cerrada arbitraria y (por 
ejemplo, una cireunferencia) que no pase por ninguno de los puntos 
ак (k .., т). Supongamos que z recorre una vez esta curva 
en una dirección determinada. Fijemos los valores de los argumentos 
рага 2 — а, . 2 — ат en algún punto zy de la curva y. Sean 
estos valores o, ... Ф). Al recorrer el punto z la curva y, 
el ángulo p, entre el vector z — ax y la dirección positiva del eje 
real variará continuamente, partiendo del valor inicial Р, у como 
resultado de recorrer una vez la curva y éste volverá a tomar el valor 
inicial ф (si el punto a, estaba situado en el exterior de y) o bien 
adquirirá un incremento +21 (si el punto a, estaba situado en el 
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interior de ya) *) (fig. 39). El signo +o — dol incremento depende 
solamente de la dirección del recorrido de la curva y; llamaremos 
positiva la dirección según la cual los ángulos correspundientes 
adquieren un incremento positivo 2x. Supongamos, para fijar ideas, 
que el punto z describe y en la dirección positiva. Si ninguno de los 
puntos az está situado en el interior de y, entonces todos los ángulos 
qa, después del recorrido, volverán a sus valores iniciales ф, y la 
función j (z) (5.3:2) volverá a tomar su valor inicial. De aquí se 
deduce que ninguno de los puntos finitos $ del plano, distintos de 
аһ, Puede ser, punto de ramificación para esta función. En efecto, 


FIG. 39 


para tal punto se puede señalar un entorno del mismo que no conten- 
ga ningún punto ay; entonces el recorrido а 10 largo de cualquier 
curva de Jordan cerrada y, que pertenezca a este entorno y contenga 
en su interior al punto £, conservará la rama elegida de nuestra función. 

Así, pues, ningún punto finito Ç, distinto de todos los puntos a, 
puede ser punto de ramificación para la función f (2). 

Consideremos ahora un entorno tan pequeño de algún punto a, 
que en él no estén contenidos otrosTpuntos: as, ..., ахы, Ahti 

„ ам. Entonces, al recorrer una curva y que pertenezca a este 
entorno y contenga az cn su interior, el ángulo q, variará en 2л, 
mientras que los demás ángulos Ф, ..., Pei Prti <>. фы, 
volverán a tomar sus valores anteriores. De aquí se deduce que, 
como resultado del recorrido de la curva y, el argumento de la 
expresión subradical que figura on la fórmula (5.3:2) variará en 
201, y por consiguiente, el radical (5.3:2) adquirirá el factor 


cos 2198 + 1 sen 2%, que, evidentemente, os diferente de la unidad 


cuando, y sólo cuando, a, no es múltiplo de ». Así, pues, cada cero 
a, del polinomio P (z), cuyo orden de multiplicidad о no sea un 
número entero múltiplo de л, os un punto de ramificación de la 


*) Todo esto se comprueba fácilmente en los casos más simples (por ejemplo, 
cuando y es una circunferencia, una elipse o un polígono), y puede demostrarse 
en ol caso más general. 
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función У Р G). Para determinar el orden de este punto, supongamos 

que б ($, < п) es el máximo común divisor de a, y n. Entonces, 

haciendo œ, = 6,04 y п == 85у, (va > 1), escribimos el binomio 
cos 2088 4 i son 248 en la forma cos 2594 4 зең 2184, 

Como resultado de un recorrido p-múltiple de la curva y en una 

Rrap | 

Vh М 


misma dirección, la función f (2) adquirirá el factor cos 


+ 1 son 27242 que, evidentemente, será igual a la unidad cuando, 
y sólo cuando, р os múltiplo de уу. El menor valor correspondiente 
de p es va, De aquí que el orden del punto de ramificación a, es уу — 1. 

Consideremos, finalmente, un entorno del punto del infinito 
que no contenga ningún punto ap, у en este entorno, una curva 
de Jordan y que contenga en su interior todos los puntos ау. Entonces 
el exterior de y contendrá al punto оо y no contendrá a ninguno de 
los puntos ap. Hagamos un recorrido simple (una vuelta) de la 
curva y. Todos los ángulos «р adquirirán el incremento 2x, por con- 
siguiente, el argumento de la expresión subradical en la fórmu- 
la (5,3:2) variará on 2л (ш + as +... + am) y toda la función 
7 (2) adquirirá el factor 


cos POLE Ham) y y son 29 (4: ањ) cos ZN 4 isen 


2a N 
п 


Este sorá igual а la unidad o distinto de la unidad según que N 
sea múltiplo de n o no lo sea. En el primer caso, оо no será, y, en cl 
segundo caso, será un punto de ramificación de la función f (2). Si 6 
es el máximo común divisor de N y n (8 < n) ул = бу, entonces 
el orden dol punto del infinito, considerado como punto de ramifi- 
cación, séra igual a v — 4. 

Hemos observado que, cuando œp es múltiplo de ж, ol recorrido 
do la curva de Jordan y, que contiene en su interior al punlo az 
y no contiene a ninguno do los demás puntos ау, no altera el valor 
de f (z). Del mismo modo, si N es múltiplo de », el rocorrido de una 
curva y que contenga en su interior a todos los puntos az, no altera 
los valores de f (2). 

Supongamos quo, en general, ar, ..., ак, оз un grupo tal de 
puntos de ramificación, para los cuales la suma am +... + arg 
es múltiplo de л; entonces el recorrido de cualquier curva de Jordan 
cerrada y, que contenga en su interior a los puntos indicados y no 
contenga ningún punto а, distinto do ellos, no puede alterar los 
valores de f (z). Por esta razón, en cualquier recinto G que contenga 
solamente a aquellas curvas de Jordan cerradas que no abarcan cn 
su interior a ningún punto de ramificación ap, o bien, que abarcan 
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un grupo de puntos de ramificación, para los cuales la suma de sus 
números respectivos æ, es múltiplo de п, es posible separar ramas 
uniformes de la función f (2). 

Para osto es suficionto fijar un valor wọ de la función f (z) on 
uno do los puntos 2) de este recinto. Entre las т imágenes f (G) 
del recinto G en el plano w, una contendrá al punto wọ; supongamos 
que esta imagen es gą. Entonces. la rama uniforme de la funcion 
1 (д) en el recinto G quedará completamente determinada si se exigo 
que todos sus valores pertenezcan a gą. El valor de esta rama en 
cualquier punto z, del recínto G se puede obtener también del si- 
guiente modo: Unamos el punto ду con el punto 2, mediante alguna 
curva continua y, perteneciente al recinto G, y recorramos esta curva 
desde el punto 2, hasta el punto z,. atendiendo a que el valor co- 
rrespondiente de f (2) varíe continuamente comenzando desde el 
valor wọ. Entonces llegaremos al punto 2, con uno de los п valores 
de f (2), que designaremos con 10,. Este valor depende solamente del 
valor wọ elegido en el punto zo y del mismo punto z; y no depende 
de cómo so haya elegido el camino que una 20 соп 21. y, por consi- 
guiento, representa una función uniformo de z; en el recinto б. 
En efecto, si y, es otra curva que una z y 2; en el recinto G, entonces 
al rocorror la curva cerrada y, formada por ү, у Ys, obtendremos 
primero, moviéndose desde 20 hasta z, a lo largo de yy, el valor шу 
en el punto z,, y después, moviéndose a lo largo de y, desde z, hasta 
Zo, tendremos que volver al valor inicial wọ (puesto que, según la 
condición el recorrido por una curva cerrada en el recinto G no 
puedo conducir a la variación de los valores de la función / (2)). De 
aquí se deduce que, moviéndoso a lo largo do y, desde 2, hacía zy, 
obtendremos en el punto 2; al mismo valor w, que se obtenía al 
moverse a lo largo de ys. 

Aclaremos lo dicho con ejemplos: 


1. w= V0 2) 1 122), donde 0 < 5 << 1. Esta es una 
función biforme con cuatro puntos de ramificación: +1, +-+. Aquí 


N = 4 es múltiplo de л = 2, por lo cual оо no es un punto do rami- 
ficación. 


Como todos los números ад son iguales a 1 (+1, +2 son coros 


simples de la exprosión subradical), el recorrido a lo largo de cual- 
quier curva cerrada y que contenga en su interior solamente a dos 
puntos de ramificación, no altera los valores de la función. Por 
esta razón, es posible separar sus ramas uniformes, por ejemplo, 


en el recinto G cuya frontera consta de los dos segmentos: —-+ < 


«а 1 у «241, o en el recinto G' cuya frontera consta 
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de los segmentos: —1 < z < 1 y el segmento infinito del eje real 
«quo une los puntos — + y + mediante cl punto del inifinito (fig. 40). 


En el primero de ellos, las ramas ў, (z) y fa (2) pueden distin- 
iguirse por el valor que toman éstas en el origen de coordenadas. 
Por ejemplo, fi (0) = 1 y f (0) = —1. 


Y 


FIG. 40 


2. w = VI — аш — ga, donde g, y ез son unos números com- 
plejos que satisfacen a la condición g3 — 2742 + 0, lo cual significa 
que el discriminante del polinomio 42? — ру — gy es diferente de 
cero y, por consiguiente, son distiutos los ceros Z, l, y la de este poli- 
nomio. Como en este ejemplo № = 3 no es divisible por n = 2, el 


punto оо también es un punto de ramificación. De nuevo el recorri- 
do a lo largo de una curva de Jordan cerrada en torno de cualquier 
par de puntos de ramificación no hace variar los valores de la fun- 
ción. Por esto, uniendo con curvas de Jordan y, y ya el punto 1, con 
1, y la con оо, obtenemos un recinto G con la frontera compuesta 
рог Yı y үз, en el cual es posible separar las funciones uniformes de 
la función dada (fig. 41). 

3. Consideremos la función inversa respecto de la función z = 


(0+ 5), es decir, w = p (2) =: + УЯТ. Esta es una fun- 


«ción biforme, que posee los mismos puntos de ramificación que la 
función И — 1, о sea, +1. 
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Para obtener el recinto G en el cual se pueden separar las ramas 
uniformes de la función considerada, unamos los puntos — 1 y 1 
mediante un segmento finito del eje real. Se obtiene un recinto que 
se transforma biunívocamente mediante la función w = z + 21 
еп cada uno de los dos recintos: el interior del círculo unidad (gy) 
y su exterior (ga) (véase el ap. 4.9). Se puede separar cualquiera de 
ellas fijando uno de los dos valores de w en un punto cualquiera del 
recinto G, por ejemplo, en el punto del infinito. Como so ve en la 


fórmula z = (о + 2), z toma:el valor оо cuando w = 0 o cuando 


w= оо. Por esta razón, una de las ramas de la función Ф (z) se 
caracteriza porque, para ella, Фф (оо) = 0; ésta transforma G еп el 
interior del círculo unidad. La otra rama se caracteriza porque, 
para ella, q (оо) = œ; ésta transforma el recinto G en el exterior 
del círculo unidad. 

Podríamos haber tomado en lugar del recinto G, por ejemplo, 
el recinto G’ cuya frontera consta del segmento infinito del eje 
real que une los puntos —1 у 1, о los recintos 6" y G” cuyas fron- 
teras son las semicircunferecias unidad superior e inferior, respecti- 
vamente. 

Dejamos a cuenta del lector aclarar, basándose en los resultados 
del ap. 4.9, en qué género de recintos del plano w transforman las 
ramos uniformes respectivas de la función Ф (2) los recintos G”, 

ЖО Л] 

Todo el contenido del presente apartado se refería a las funciones 
multiformes de la forma V Р (2), donde P (z) os un polinomio. 

El lector extenderá sin dificultad alguna los resultados obteni- 


dos al caso más general de la función V R (2), donde R (2) es una 
función racional arbitraria. Para hallar los puntos de ramificación 
do la función У R (2) habrá que considerar no sólo los ceros sino 
también los polos de la función racional R (2). 
5.4. La función inversa respecto de la función 
m 


z= e” = e" (cosv + isen v), 


está definida para cualquier z diferente де 0 y оо, y se expresa 
por la fórmula (véase la fórmula (3.5:2)). 
w=10/2|+¿Argz. 


Esta función que, evidentemente, es multiforme e incluso de 
infinitas determinaciones, se llama logaritmo, y se designa 
por Lnz. 

Así, pues, según la definición 


w=Ln2=In0|2|+¿Argz. (5.4:1) 
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Denominando valor principal (determinación principal) 
al valor del logaritmo igual a Injz|+iargz, y designándole 
mediante Inz, para el Lnz tendremos: 


Luz= In 2-Е2Ёлї, (5.4:2) 


donde k = 0, +1, +2, . 

De aquí se deduce que cada número complejo, diferente de cero 
y del infinito, posee un conjunto infinito de logaritmos (es decir, de 
valores de la función logarítmica); dos valores cualesquiera de Éstos 
se diferencian en un entero múltiplo de 2x4. Si z es un número real 
positivo, el valor principal del Jogaritmo coincide con 1а |z | y, 
por consiguiente, es aquel númoro real quo conocíamos en el curso 
de análisis matemático cuando considerábamos el logaritmo como 
una función real de variable real. Así, obtenemos: In 1 = 0, Іа е = 1, 
In 2 = 0,09314718 ..., ete. 

Pero, además de estos valores reales, los logaritmos de los núme- 
ros positivos poseen también un conjunto infinito de valores imagina- 
rios que se obtienen por la fórmula (5.4:2). Así, рог ejenplo, Ln1 = 
= 2kni, Lne = 1 + 2kni, Ln 2 = 0, 14718 «+ 2kni, elo. 

Para los números negativos y para los números imaginarios, el 
valor principal del logaritmo es un número imaginario 


ln|z|+żargz (argz+*0, |ага2|< л). 


Todos los demás valores del logaritmo también son números 
imaginarios, y se calculan рог la fórmula (5.4:2). 
Por ejemplo, 


Ln(—4)=(2k+ 1) лі, Ln(—2)=0,69314748 . 
Ln (1—i) = In VZ+: (-¿+2ta) = 


k+) ni, 


=0,34657359 ... + (8k — 1) 37 ete. 


Las reglas conocidas del logaritmo del producto y del cociente 
conservan su valor también para el logaritmo multiforme del 
número complejo, precisando: 


Ln (и) = 1n | 2122 |+ Ага (z124) = 
= 10 |zi|-H1n |2,14 i (Arg з, + Аг») = Ln а, +- Та zo, (5.4:3) 

=1n [5 |+ Arg аја 11а |z| +i (Arg z1 — Arg z) = 
=Lnz,—Ln 32. (5.4:4) 


Aquí z, y т, son unos números complejos arbitrarios, diferentes de 
0 y оо. En cada una de estas igualdades el primero y segundo miem- 
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bros, para valores dados de z, y 3,, representan conjuntos infinitos 
de números complejos. Las igualdades deben ontenderse en el sen- 
tido de que estos conjuntos son iguales, es decir, constan de unos 
mismos números. El olvido de esta circunstancia puede conducir 
a errores. 

Veamos, por ejemplo, el siguiente sofisma, perteneciente a 
J. Bernoulli. 

Se afirma que Ln (—z) = Ln z para cualquier z = 0. 

Para la demostración se considera la siguiente cadena do igual- 
dades: 


1) Ln[(—2)1=Ln (2%), 2) Ln(—2)+Ln(—2)=Ln3+ 
3) 2Ln(—2)=2Lnz у 4) Lo(—2=Lnz. 
Pero esta conclusión es errónea, puesto que 


Lnz=]n|z|+iArgz=ln|z|+iargz-+ 2ni, 


Ln (—) = In | —z |+ i Arg (—2)=10 |z | + targ z + (2k + 1) xi 
y, evidentemente, ninguno de los números que son valores de 
Ln : Puede coincidir con alguno de los números que son valores de 

п (—2). 

El error en la demostración expuesta anteriormente fue cometido 
al pasar de la igualdad 2) a la igualdad 3). Claro, la primera de éstas, 
obtenida sobre la base de la fórmula (5.4:3), es justa. Pero la suma 
Ln (—2) + Ln (—2) no puede sustituirse por 2 Ln (—z), pueslo que 
la suma indicada se obtione del conjunto de números Ln (—=) sumando 
cualquiera de estos números al mismo o a otro número distinto 
del mismo conjunto, mientras que el conjunto 2Ln (—г) 
se obtiene duplicando cada uno de los números Ln (—z), es decir, 
sumando tal número solo consigo mismo. Así, pues, 
Lo (—2) + Ln (—2) + 2Ln (—2); por la misma razón 


Lnz+Lnz>+2Lnz. 


El loctor acabará de entender el sentido de esta objeción exami- 
папдо е] sencillo ejemplo. Designemos con A el conjunto que consta 
de dos números: 0 y 1. Entonces A + A designa el conjunto que 
consta de tres números: 0 + 0 = 0, 0+1 =1 у 1+1=2, 
mientras que el conjunto 24 consta solamente de dos números: 
20=0y21=2. 

Obsérvese también guc, haciendo en la relación (5.44) а = 
== 2. = 2 5 0, obtenemos: 


Ln1=Lnz—Lnz. 


Esta es uña relación justa; pero aquí no se puede sustituir el segundo 
miembro por cero, puesto que se trata del conjunto de todas las 
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diferencias entre los pares de valores del logaritmo de un mismo 
número. Este conjunto consta de todos los enteros posibles que son 
múltiplos del número 2лі, o sea que, de acuerdo a la verdad, se 
tiene: 

Ln 1= 2kni (k=0, +4, +2, ...). 


Pasando a considerar las ramas uniformes del logaritmo, halie- 
mos primero los recintos de univalencia de la función z = e”, para 
la cual el logaritmo es la función inversa. 

Como todos los valores de w, en los cuales e” toma un valor dado 
z (2 5 0 y 29 оо), vienen dados por la fórmula (3.5:2). 


w=In|2|+1Argz 


y estos valores se obtienen de cualquiera de ellos mediante un tras- 
lado en la magnitud 2kai (К = +1, +2, . . .), el recinto de univa- 
lencia de la función exponencial no tiene que contener ningún par 
de puntos de los cuales uno pueda obtenerse del otro mediante una 
traslación semejanto. 

Lo más sencillo para satisfacer a estas condiciones os tomar 
alguna franja rectilínea go, paralela al eje real, que tenga la anchura 
2n: Vo <L V <L Vo + 2. 

Además de ésta, obtenemos también un conjunto infinito de 
recintos de univalencia gy vo + 2kn <v < vo + (2k 2) л 
(k = +1, +2, ...). 

Evidentemente, cada punto del plano w o bien es interior para 
uno de los recintos g, o bien es punto frontera común de dos recintos 
En Y 8n+i (tig. 42). La imagen de cada franja g, en el plano z es un 
mismo recinto G; es precisamente un ángulo de magnitud 2л con el 
vértice en ol origen de coordenadas. La frontera del recinto G es un 
rayo rectilíneo que parte del origen de coordenadas formando el 
ángulo vo con el eje real. 

En el recinto G obtenemos un conjunto infinito numerable de 
ramas uniformes distintas de la función Ln 2. Cada una de estas 
ramas Ln, z se caracteriza completamente en que sus valores tienen 
que pertenecer a una franja determinada ga. Por cierto, es suficiente 
fijar el valor ше de la función Ln z en un punto zo del recinto б, 
puesto que entre todos los recintos ga uno, y sólo uno de los recintos 
Er contendrá al punto шу. 

Consideremos una rama cualquiera del logaritmo: 


Lmz=lnļz| +¿Argaz, 


donde Argaz es el valor del argumento que satisface a la condi- 
ción 
vo +2 kx < Argiz <vo + (2 +2) л. 
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(Precisamente esta condición significa que los valores Ln,z perte- 
necen a la franja gx). 

Como la función w = Ln,z realiza una transformación biunívoca 
y continua del recinto С en la franja g, y su función inversa z = е“ 


posee derivada diferente de cero en todos los puntos del recinto. 
Ех, según la regla de derivación de las funciones inversas la función. 
Ln,z también posee derivada, la cual se calcula por la fórmula 
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Los puntos de ramificación de la función Ln z son el cero y el 
punto del infinito. En efecto, cuando z describe una vez alguna 
circunferencia con el centro en el origen de coordenadas (do radio 
arbitrariamente pequeño o arbitrariamente grando), el valor Arg z, 
variando continuamente, partiendo de cierto valor inicial Arg, Zo, 
al volver al punto inicial, obtiene un incremento +2x (en depen- 
dencia del sentido del recorrido de la circunferencia) y, por consi- 
guiente, la rama 

Таа = Ìn | 2|=1Arg,z 
se convierte en obra rama: 
Таз 2-= 1а |21 (Алва 26 2л) = 1а |2| 4 i Argas z 


Evidentemente, describiendo la circunferencia cuantas vecos 
se quiera en una misma dirección (por ejemplo, en la dirección 
positiva), obtendremos cada vez nuevas ramas: 


Loss, Logia 2, Lnmsz, ... 


y, por consiguiente, nunca volveremos а la rama inicial Ln,z. Por 
esta razón, los puntos de ramificación 0 y со se llaman aquí pun- 
tos de ramificación de orden infinito, o 
puntos de ramificación logarítmicos. 

Trazando on el plano z, por ejemplo, una curva de Jordan I“ que 
una ol punto z == 0 con el punto 2 == оо, se obtiene un recinto de un 
lipo más general que С, en el cual es posible separar Jas ramas uni- 
formes de Ln z. Las imágenes do esta curva en el plano w, сп la trans- 
formación w = Ln z, serán las curvas de Jordan ү; (К = 0, +1, 
+2, .. .), que dividon el plano w en un conjunto infinito de franjas 
curvilíneas gi cuyas fronteras están formadas por los pares de curvas 
үк Y Vies» - - En el recinto С' cuya frontera es la enrva T’, obtenemos 
un conjunto numerable de ramas uniformes de Ln z: (Ln 2),, cada 
una de las cuales transforma G’ biunívocamente en el recinto corres- 
pondiente gh. 

Cualquiera de las funciones (Ln 2), se puedo obtener de cualquie- 
ra otra de las funciones (Ln z)m agrogaudo un entero respectivo, 
múltiplo de 2zi, 

Para la derivada de (Ln 3,) se tiene la fórmula anterior: 


Una 


+. 
La independencia del último resultado de la elección de la rama 
de Lnz permite escribir en general: 


А (Lazy 
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entendiendo el primer miembro como la derivada de una гата uni- 
forme arbitraria de Ln z, elegida en el recinto que contieno al punto 
dado z. 

5.5. En coste apartado consideraremos la función potencial 
general y la función exponencial general, y también el logaritmo 
de base arbitraria. Previamente tenemos que definir el concepto de 
potencia de exponente arbitrario. 

Sea a un número arbitrario diferente de cero. Si п es un número 
entero, entonces, como ya sabemos, a" se define por la relación 


а* = | a|” [cos (л Arg a) + ¿sen (л Arg a)]. 


Si n es un número racional arbitrario, igual a F , donde q os un número 
А 


natural у la fracción + es irreducible, entonces a? posee q valores 
distintos, oblenidos por la fórmula (véase cl ap. 2.3 del primer cap 
po» 
«=|aji р LAn 
аб=|а{ [cos ( 2 Arg a) + ¿son (LArga)]. 


lista fórmula abarca también el caso de un exponente entero, 

Supongamos ahora que p es un número real irracional. Fijemos 
un valor arbitrario ф = Arg a y consideremos una sucesión de nú- 
meros racionales ғ, convergente hacia р. La sucesión de valores 
determinados de aa; 


| a |” [cos (rn Arg a) + ¿sen (ra Атда), 
converge, evidentemente, hacía el límite 
la |? [cos (p Arga) -+i sen (р Arg a)), 


que tomaremos por uno de los valores de a. Para obtener todos los 
valores de la potencia a? de exponente irracional р, asignamos a 
Arg a en Ja expresión obtenida todos los valores posibles. 

Como dos valores distintos de p Arg а se diferencian en un núme- 
го de la forma 2/рл, que no puedo ser entero múltiplo de 2д (k es 
un número entero, distinto de сого, y р es un número irracional), 
todos los valores de ао, correspondientes a distintos valores de 
Arg a, son diferentes entre sí. 

Así, pues, hemos definido la potencia а" para el caso en que a 
es un número real arbitrario. Todos los valores de la potencia están 
comprendidos en la fórmula 


Та |2 [сов (® Arg a) + i sen (a Arg а)]. (5.5:1) 
Si a es un número entero, se obtiene un valor de la potencia; si 
a es un número racional que se expresa рог la fracción irreducible z 3 


at 


191199 
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se obtienen unos cuantos valores, precisamente q valores distintos, 
y, finalmente, si @ es un número irracional, resulta un conjunto 
infinito (numerablo) de valores distintos. 

Para definir el concepto de potencia а“ en el caso de un 
10 complejo cualquiera а, observemos que la fórmula (5. 
expresarse en la forma 


ач = е9 tal [cos (0: Arg a) + ¿sen (a Arg a)] =- 
xp (a1n|a| +10 Arg a)=exp (a Ln a). 


El segundo miembro de esta fórmula tiene sentido no sólo cuando 
o. es real, sino que para cualquier æ complejo. De acuerdo а esto, 
hagamos por definición para cualquier © complejo: 
at =ехр(а Ln a). (5.5:2) 
Evidentemente, si œ os imaginario, todos los valores de а que 
corresponden a distintos valores до Ln а, o lo que es lo mismo, que 
corresponden a distintos valores de Arg а, también son distintos 
entre sí. En efecto, dos valores distintos de æ Ln a se diferencian 
en un número de la forma 2ліа, que siendo с imaginario no puede 
ser entero múltiplo de 2x1. 
Comparando las expresiones 
аав = exp (а Ln a) -exp (P Ln a) = oxp (a Ln a +f Ln a) = 
=exp (а +p) ln a+ 27i (ha + 18)1 


а%+# = oxp [(0:-- В) Ln a] = exp [(®--[) In a + 2літ (2 + B)), 


dondo k, { y m son números enteros arbitrarios, sacamos la conclu- 
sión de que entro los valores del producto ача? están comprendidos 
todos los valores de la potencia а®+®, pero, en el caso general, exis- 
ten también otros valores. Para que se cumpla la igualdad 


atab = а%+В, 
es necesario y suficiento que para cualesquiera enteros k y l 
existan unos enteros m y л, tales que 

ко 4-16 = т (a+ В) 4- п. 


Puede no cumplirse esta condición incluso cuando « у В sean 
números racionales; por cierto, es suficiente la condición 


а= т («+ В) п (por ejemplo, =i, a E ) 
Análogamente, comparando las expresiones 
(as)? = [exp (e Ln а)]Ё = exp {В (a Ln a -+ 21x1)] = 
= oxp [aß ln a+ 2x8 (ka + 1) 
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420 = exp (ap Ln a) = exp (98 Ina + 2тлїоф), 


donde k, Z y m son números enteros arbitrarios, sacamos la conclu- 
sión de que entre Jos valores (a“)* están contenidos todos los valores 
do a“, pero en el caso general hay también otros valores. Para qne 
se cumpla la igualdad 


(a) = а, 


es necesario y suficiente que para cualesquiera enteros К y L 
existan unos enteros m y п tales, que 


кар В = тоф. 


Puedo no cumplirse esta condición incluso cuando а y В son números 
racionales; por cierto, os su 


iento la condición В = maß + n 
Ani 

(por ejemplo, В = 1, а = =”), 

Aclaremos con ejemplos la definición de potencia: 


1) 11 osp (VZ Ln 1) = oxp (2kai УЗ) = 
= cos (д4л V2) +i зеп (2а V2) (k=0, +1, 42, ...); 
2) e= oxp (z Ln e) = exp [z (1+ 2kni)| = exp z oxp (2kniz) 
& (6=0, +1, +2,...). 


Vemos, pues, quo solamente uno de los valores de Ja potencia 
е" coincide соп expz. Los otros valores son: expz exp 2niz, 
exp z exp (—2mú2), сіс. En particular, solamente uno de los valores de 
e" (x ев un número real) coincide cou el número real positivo exp z. 
Los otros valores som: ехр х өхр 2mz, exp х exp (—2ala), ».. 
Habrá un número finito de valores distintos si 2: es racional y un 
conjunto infinito si 2 es irracional. 

A pesar de esto, en nuestro curso utilizamos el símbolo е? así 
como estamos acostumbrados a entenderlo en el curso de análisis, 
donde éste coincide con exp z. Este uso del símbolo multiforme es 
completamente análogo a como ordinariamente se entiende el sím- 


bolo Уй en el análisis (a es un número real positivo), os decir, como 
el ímico valor positivo («aritmético») del radical. 


3) 


esp(¿Ln)=exp [1 (ж'—и)]= 


nt 
=p [193] = PE ыо, 41 +?,...). 


13* 


196 CAP. H LA DERIVABILIDAD. LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


Por lo tanto, todos los valores de la potencia ¿' son números 
reales positivos, entre los cuales hay arbitrariamente pequeños 
y arbitrariamente grandes. 

Basándose en la definición de la potencia, se pueden considerar 
las dos siguientes funciones multiformes: 


soya. 


La primera de éstas —la potencia de exponente arbitrario— está 
definida, por lo general, solamente рага z + 0. 

Si æ es un número rcal entero, 2% representa una función racional 
de forma particular. Entonces ésta está definida también para 
z = 0, donde tiene un cero (si @ > 0) o un polo (si a < 0). Cuando a 
cs un número real racional no entero: ® = 2 (q es un número natural 
le), 2% puede expresarse on la forma 


Ит. 


Esta es una función multiforme; es precisamente g-forme. Para clla, 
los puntos 2 == 0 y z= со son puntos de ramificaci 


y la fracción L es irrodu 


z 


ión de orden 
4 — 1. En cualquicr recinto G, obtenido del plano ampliado después 
de haber trazado una curva de Jordan que una los puntos de ramifi- 
cación, se pueden separar q ramas uniformes diferenciables distin- 
tas de la función. Estas ramas se convierten continuamente una en 
otra al recorrer el punto 2 por curvas que encierren al origen de 
coordenadas (o al punto del infinito). 

51, finalmente, a no оз un número real racional (o sea, a es real 
irracional о es un número imaginario), la función 29 es de infinitas 
determinaciones. Todos sus valores están contenidos en la fórmula 


2 ехр («Ln 2). 


Para ésta los puntos z = 0 y z = оо también son puntos de ramifi- 
cación. Poro ahora estos puntos son de orden infinito. 

En efecto, al dar una vuelta en torno del punto 2 ), por ejem- 
plo, en la dirección positiva, el valor del Arg z, variando continua- 
mente, aumenta en 2л; debido a esto, el valor a Ln z varía en 2nia, 
y el valor de la función adquiero un factor exp (2140) + 1. 

Vemos ahora la función exponencial general a” (а == 0). Esta 
se dofine para cualquier valor de z por la fórmula 


a? = exp (z Ln a). 


Para obtener una rama uniforme determinada es suficiente 
fijar uno de los valores Ln a = b. 

Suponiendo que esto ya se ha hecho, obtenemos una función 
exp (ba), uniforme y diferenciable en cualquier punto. Tomando 
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todos los valores posibles de Ln a, obtenemos Lodas las ramas uni- 
formes posibles de la función а“. Como dos valores de Ln a se difo- 
rencian en un sumando de la forma 24лі, las dos ramas de la función 
а so diferenciarán en un factor de la forma exp (2kxiz), el cual repro- 
senta también una función uniforme que es diferenciable on todos 
los sitios y que toma el valor 1 solamente para valores reales enteros 
de z. No obstante, en el caso considerado, las ramas de la función 
uniforme se diferenciarán esencialmente por su carácter de las ramas 
de todas las funciones multiformes consideradas anteriormente. 
Precisando, en todos los ojemplos anteriores existían tales puntos 
del plano ampliado (puntos de ramificación), que moviéndose en 
torno de los mismos por curvas de Jordan cerradas y haciendo 
variar continuamente los valores de la función (de una rama 
determinada), teníamos la posibilidad de convertir continuamente 
una rama en otr 

Aquí queda oxcluida tal posibilidad, precisamente porque cada 
cama representa una función continua y uniforme en todo el plano 
finito. Independientemente de la curva cercada por la que nos mova- 
mos al volver al punto inicial obtendremos el mismo punto inicial z 
(no importa que resulte otro valor del argumento), y por consiguien- 
to, Я mismo valor de la funcion exp (bz) (b es un valor fijado de 

л а). 

Por lo tanto, la función multiforme а? no tiene ningún punto de 
ramificación y sus ramas uniformes continuas uo pueden convertirse 
continuamento una en otra. Todo esto permite considerar a estas 
ramas como funciones independientes cntre sí que son uniformes 
y diferenciables en todos los sitios, y por consiguiente, enteras: 


exp(zlna), explz(lna+2m)l, охр[2 (1а 2х0). 

El hecho de que todas estas funciones enteras distintas puedan 
expresarse como ramas do una función a* de infinitas determinacio- 
nos, no tiene para nosotros más importancia que, por ejemplo, el 
hecho de que las funciones senz у —sen z puedan considerarse como 
ramas de la función biforme Y 1 — cos? z, о que las funciones hiper- 
bólicas sh z y ch z se consideren como dos ramas de la función bifor 


e + lexp z ++ Voxp (-22)]. (Advertimos al lector quo las funcio- 


nes Vio". costa y y lexp s + Vésp (29), igual que la función 
а?, no poseen puntos de ramificación). 

Fijando una de las ramas de la función z= a” = exp (bu), 
donde b es uno de los valores de Ln a, podemos considerar la fun- 
ción inversa respecto de esta rama. Obtenemos, evidentemente: 


Linz (b=Ina+2koni). (5.5:3) 


w 
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Esta función se diferencia de la función Ln z solamente en el 
1 


factor constante +: Como de las relaciones (5.5:3) se deduce que 


2--exp (Бш) = а" (uno de los valores de a“), 


se puedo considerar que wesel logaritmo de z de baso a 

Así, pues, definimos el logaritmo de un número complejo arbi- 
trario respecto do Ја base a (а es un número complejo, diferente de 
coro) mediante la fórmula 


Las 


Loga z F (5.5:3') 


donde еп el denominador está fijado uno de los infinitos valores 
de Ln a (un mismo valor b para todos los 2). 

Por lo tanto, osta definición по sólo exige 
la base а del sistema de logaritmos, sino tambi 
uno do los valores de Ln a. 

Aclaremos lo dicho con ejemplos. 

1) a = e. Si ве fija el valor de Ln e, igual a 1, se obtiene: 


uo esté indicada 
n que esté fijado 


Log» 2=Ln z. 


Esta es la definición ordinaria del logaritmo natural. Pero podría 
tomarse el valor de Lune, igual, por ejemplo, a 1-+2ni. Entonces 
tondríamos: 


Log. z= 


El lector comprobará fácilmente que, con tal definición, entre 
todos los números positivos, solamente los de la forma е" (l es un 
número entero) tendrían, cada uno de ellos. un valor real del Joga- 
ritmo natural. 

2) а = 10. Tomando el valor de Ln 10 ignal a 2,302585 ... = 


=. tendremos: 

Logioz = M Ln z= 0,43429 ... Ln z. 
Esta definición del logaritmo decimal de nn número complejo arbi- 
trario 2 (2 + 0) concuerda con la definición ordinaria de los loga- 


ritmos decimales de los números reales positivos, pues, si z = z > 0, 
tomando los valores principales de los logaritmos, tendremos: 


lgx=0,43429 ... Inz. 


3) а = 1. En oste caso, para la definición del valor principal 
del logaritmo de base 1 no se puede utilizar el valor principal del 
Ln 1, igual a cero. Tomemos el valor de Ln 1, igual a 212. Entonces, 
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según la definición, tendremos: 


De aquí so deduce que todos los valores de Log, z, son reales si 
12 | = 1, y son imaginarios si | | == 1. Por consiguiente, poseen 
logaritmos reales de base 1 aquellos números, y sólo aquéllos, quo зе 
representan por puntos de la circunferencia unidad. Para cestos 
números los valores del logaritmo coinciden con los valores de sus 


argumentos (medidos en fracciones de 21). En resumen, Еа Argz 


coincido con el logaritmo de z de base 1 para los números complejos 
cuyos módulos son iguales a uno. 

5.6. En oste apartado nos detendremos en las funciones trigono- 
métricas inversas Ато cos z y Arc tgz. La función w = Arc созт 
se define mediante la ecuación 


а= созш. (5.6:4) 


to SL (wter 


Sustituyendo созш media y poniendo, para 
abroviar, exp (iw) =£, escribimos la ecuación (5.6:1) en la forma 


2 у г (5.6:2) 
de donde 
£-2144+1=0 (5.6:3) 
y 
t=14V2-1. (5.0:4) 


Como ambas raíces de la ecuación cuadrada (5.6:3) son diferentes 
de cero (su producto es igual a 4), la ecuación 


exp (iw) =t 
posce raices (respecto de la incógnita w). Obtenemos: 
w=4Lnt=+Ln (24+ V721). 6. 


En resnmen, la función multiformo w=Arccosz se expresa 
mediante el logaritmo y la raíz cuadrada 


w= Arccosz=4 Ln (a+ 21). 


Sus puntos йе ramificación son, ante todo, z = +1. En efecto, al 
dar una vuelta el punto z a lo largo de alguna curva de Jordan cerra- 
da que encierre en su interior solamente uno de estos puntos, uno 
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de los valores de Y 22 — Т so sustituye por el olro, el cual se dife- 
rencia del primero on el signo. El valor z + VZ —T = t, que es 
la raíz de la ecuación cuadrática (5.6:3), se sustituye por la otra 


raíz de la misma ecuación, igual a -- (ya se indicó que el producto de 
ambas raíces es igual a 1). Por consiguiente, de los valores w = 
= Ln 2 pasamos a los valores La 4, que son distintos de los 


i 
ciales, si £ 92 + Pero £ puedo ser igual а L sólo cuando £ = +1; 


como se vo en (5.6:3) о en (5.6:4), esto es posihle solamente cuando 
z= +1. Como las curvas de Jordan recorridas по pasan por los 
puntos z = +1, cl сазо indicado no puede aparecer y verdaderamen- 
te se puedo afirmar quo, como resultado de los recorridos señalados 
varían los valoros de w = Arc соз z. Por lo tanto, los puntos +1 
son puntos de ramificación para Arc cos z, Estos debon su existencia 
a la prosencia del radical cuadrático en la fórmula (5.6:6). Mas Ја 


fórmula (5.6:6) poseo la forma w=_“Int(t=2+ VEFi), 
7 


y podemos esperar también puntos de ramificación correspondientes 
a los dos puntos de ramificación de Ln t: £ — 0 y £ = оо. 

Ya se sabe por cl ap. 4.9 de este capítulo, que а cada recorrido 
de una vuelta del punto £, a lo largo de una circunferencia con centro 
en el origen de coordenadas, corresponde en el plano z un recorrido 
de una vuelta del punto z а lo largo de una olipse con los focos +1 
y viceversa 

En resumen, a mn recorrido de una vuelta del punto z, a lo largo 
de una elipse con Jos focos +1, corresponde una variación del 


Arg t on 2n y una variación do + Ln ё on +21. Como tal elipse 


puede pertenecer a cualquier entorno del punto z = оо previamente 
asignado, éste es un punto de ramificación de Arccos z de orden 
infinito. 

Claro, el recorrido de cualquier elipse con Jos focos en los pun- 
los +1 se puede considerar también como un recorrido alrededor 
del punto z = 0. Pero ninguna de estas elipses puede estar situada 
complotamente on el entorno |z | <p. sip < 1. 

Domostremos que ni el punto z = O ni, en general, ningún punto 
zo del plano ampliado, a excepción de los indicados anteriormente 
(z = +1 y z = оо), puedo ser punto de ramificación para Arc cos z 
En efecto, la fórmula (5.6:4) рага z = 2, nos da dos valores distin- 
Los: t, y t. diferentes de 0, +1 y co, que satisfacen а la condición 
tik = 1. Se pueden tomar unos entornos U’ y U” de estos puntos 
tan pequeños que no contengan a los puntos 0 y оо y que ninguno de 
ellos contengan dos puntos £,, t, que cumplan la condición ё. == 1. 
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En efecto, si el punto ё; по está situado еп la circunferencia unidad, 
por ejemplo | #; |< 1, entonces #5 tampoco estará situado en esta 
circunferencia y | 6 | 2> 1. En este caso, es suficiente tomar los 
entornos de modo que uno de ellos (U”) esté situado en el interior 
de Ja circunferencia unidad, y cl olro (0”), fuera de la circunferencia 
(ig. 43). Si t, está situado en la circunferencia unidad y está, por 


x = В ый М 
ejemplo, en el semiplano superior, entonces fẹ = 7, estará situado 
Н 


YA 
(2) 


(ш) 
0 >= “г 


FIG. 4 


también en la circunferencia unidad, y además, еп el semiplano: 
inferior. En este caso, es suficiente tomar un entorno (U”) en el 
semiplano suporior y otro (U”), en el semiplano inferior. Ёз coda 


опо delos entornos U’ y U”, la función: = (2 + ++) será univalonto 


(ésta toma un mismo valor solamente en Jos pares de puntos que 
están ligados por la relación t'-t” = 1) y, por consiguiente, trans- 
formará biunivocamente U” y "сп unos recintos g' y g” del plano z 
que contienen en sus interiores al punto 2, (la imagen de los centros 
1, y & de los entornos U’ y U”). 

Tomemos las circunferencias | 2 — 2,| = 0 con centro en 2, tan 
pequeñas, que estén contenidas tanto en el recinto д” como en el 
recinto g”. Evidentemente, todas las circunferencias de radio sufi- 
cientemonte pequeño satisfacen a estas condiciones. Entonces, debido 
а la transformación (5.6:2). a cada una do estas circunferencias 
corresponderán unas curvas de Jordan cerradas y" y y” situadas cada 
una de ellas en uno de los entornos U’ y O”, respectivamente. Ningu- 
na de estas curvas contendrá en su interior al punto O. Por esto, 
cuando z recorre la circunferencia |2 — Ze | = p, t recorrerá o la 
curva y” (que corresponde a una de las ramas de la función (5.6:4)). 
o la curva ү” (que corresponde a la otra rama de la función (5.6:4)) 
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Si antes del recorrido se fija un valor de Arg £ en algún punto de y” 
(o de y”), entonces, después del recorrido éste, variando continua- 
mente, volverá a lomar el valor anterior (dcbido, precisamento, 
a que ni y ni y” contienen en su interior al punto £ = 0). Por esta 
razón, como resultado del recorrido volverá también a tomar su 
valor inicial el valor de $ Ln # = Arecos 2. 

En resumen, un punto zg, distinto de +1 y оо, no puede ser un 
punto de ramificación para Árecos 2. 

Para obtener algún recinto del plano z en el cual sea posible sepa- 
rar ramas uniformes continuas de Arccos z, hay que unir entre sí 
los puntos de ramificación de esta función mediante cuevas de 
Jordan. Tomomos, por ejemplo, el segmento infinito A del eje real 
que ипе los puntos —1 y +1 mediante el punto del infinito. Este sog- 
mento А os la frontera de un recinto G. 

De lo quo ya se sabo de la función (5.6:2), so deduce que esta 
‘función transforma biunívocamento en el rocinto G tanto el semipla- 
по superior 2 сото el inferior, A su vez, la función w = + Ln £ teans- 


forma cada uno do éstos en franjas del plano w paralelas al eje y, 
do anchura л; precisamonto, el semíplano smperior se transforma 
«on las franjas gor- 


(2k -—1) 1 < u <2ha (k=0, +1, +2,.. 
y el semiplano inferior, en las franjas gar 
21 <u < (2k +1) л. 


En resumen, las imágenes del recinto G en el plano w son las fran- 
jas g, indicadas 

Para fijar alguna rama uniforme de Агссоз 2 en ol recinto С, 
«es suficiente indicar а qué franja 6, pertenecen sus valores. Así, 
obtenemos las ramas: Агесоѕо Z, ÁFCCOS; 2, ArCCOS 4 =, Por 
«cierto, os suficiente fijar el valor de Arceos z en un punlo cualquiera 
«del recinto G, por ejemplo, en el origen de coordenadas. Entonces, 
Ла franja gn, donde caiga esto valor, detorminará toda la rama de 
Агссоз 2. 

Claro, se pueden definir también las ramas uniformes do Arccos z 
:en muchos otros recintos dol plano z. Señalemos, por ejemplo, el 
recinto G’ cuya frontera consta del segmento finito ô del eje real 
que une los puntos —1 y +1, y de la parte positiva del eje imaginario, 
© bien, el recinto G” cuya frontera consta del mismo segmento ё 
y de la parte negativa del eje imaginario. 

Proponemos al lector averiguar a qué recintos del plano w 
transforman G’ y G” las ramas uniformes de la función Arccos z 
«que corresponden a estos últimos recintos. 
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Consideremos ahora la función w = Arctg z, inversa de la fun- 
ción а = lg w. Expresando tg w mediante sen w y cos w, y luego 
mediante la función exponencial, obtenemos: 

еен _ уен» 
E opto Таоа 


o bien, haciendo e? 


de donde 


у, finalmente, 


Así, pues, Arctgz вс охргоза mediante el logaritmo de la 
función homográfica 


=ф ntt 


w=Arectg EEE. 


(5.6:8) 


Proponemos al lector vorificar que Arctig z posee solamente dos 
puntos de ramificación: Ei. Los recintos más simples en los cuales 
se pueden separar las ramas uniformes de Arctg =, коп: ol rocin- 
to D cuya frontera es el segmento 1 ito A del eje imaginario 
que une los puntos de ramificación —i y-+, y el recinto d cuya fron- 
tora es el segmento finito $ que une los mismos puntos. 

El lector verificará luego que las ramas uniformes de Arctg z. 
еп el recinto D transforman este recinto biwnívoca y conformemente 
en las franjas de anchura л, paralelas al eje imaginario: 


Кар u< krt (k=0, +1,...). 


y las ramas uniformes de esta función en el recinto d transforman d 
en las franjas semejantes Кл < u < (k + 1) л. 

5.7. A continuación necesitaremos la transformación realizada 
por la función w = z + Ln z, o más exactamente, por $u rama u 
forme en el semiplano superior 


w=z+lnz. (5-7:1) 
Haciendo z=re'®, obtenemos: 
u=rcos0+lar, v=rsen04+0 (0<0<л). (5.7:2) 


Consideremos las imágenes de los rayos 0 = const. Las ecuacio- 
nes (5.7:2) determinan estas imágenes, donde r desempeña el papel 
de parámetro, que varía desde 0 hasta ос. 
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Si 6 = 0, entonces u = r + Inr, v = 0 y como r + lnr crece 
desde —оо hasta co, cuando r varía desde 0 hasta оо, la imagen del 
rayo 0 = 0 es todo el eje real en el plano ш. Si Ө = n, entonces 
u = —r + lnr, v= л, y resulta una semirrecta paralela al eje 
real —оо < u< —1, v = п, doblemente recorrida por el punto w 
cuando z recorre una sola vez el rayo Ө = л. Sea, finalmente, 0 < 
<0 < л. La segunda do las ecuaciones (5.7:2) muestra que v crece 


v 
"n 
2 u 
FIG. 44 


desde el valor 0 hasta co, cuando r varía desde O hasta со. Expre- 
sando r mediante v y Ө de osta ecuación y poniéndolo en la primera 
de las ecuaciones (5.7:2), obtenemos la ecuación de la imagen del 
rayo 0 == const en la forma siguiente: 


u=(v—0) cotg 0+ In ŻEE, 0р оо.  (5.7:3) 


EL lector se cerciorará fácilmente de que la ecuación (5.7:3) 
representa una curva, que posee la asíntota v= 0, que toda la 


спгуа está situada por encima de la asíntota. Si 0 < Ө <-F, entom 
cos в сгесе desde —co hasta оо, cuando v crece desde 0 hasta оо, 
ysi 9 <0< a, entonces и crece desde —oo hasta el valor máximo 


de In (— ¿q 


decrece hasta —co. En todos los casos estas curvas Lienon dirigida 
la convexidad hacia la derecha (fig. 44) 

Consideremos а u en la ecuación (5.7:3) como función de Ө paro 
un valor fijado de v= vs (0<0=< min (vo, 10). Aplicando la 


)1. que se alcanza рага о = 0 — tg 0, y después 
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derivada observamos que u es monótona decreciente *); рог esta 
razón, dos puntos distintos z’ y 2”, situados en distintos rayos 
0 =0' уб = 0”, no pueden tener una misma imagen wo = lo + Wo. 
Pero dos puntos 2' y 2”. situados en un mismo rayo, tampoco pueden 
tener imágenes iguales; en efecto, como ya se vio, el punto w = 
= u + iv recorre de un modo monótono la curva (5.7:3), que carece 
de puntos múltiples, cuando r = | z | crece desde 0 hasta оо. De 
aquí se deduce que la función w = z + lnz cs univalente en el 
semiplano superior; ésta transforma conformemente el somiplano 
еп el recinto D que se obtiene del semiplano superior w oxcluyendo 
la semirrecta —оо < u < —1, v = л. 
Haciendo z = e', so obtiene la función: 


w=e+t, (5.7.4) 


Ла cual, como fácimente verificará el lector, translorma conformo- 
mente la franja 0 < Ип £ < л en el mismo recinto D. 

Observando que la función (5.7:4) en puntos simétricos respecto 
del eje real toma valores conjugados, sacamos la conclusión de que 
ésta transforma la franja —л < Im t< 0 en el recinto D*, simé- 
trico con D respecto dol eje real. Como esta función transforma 
biunívocamente el eje'rcal, la misma realiza una transformación 
biunívoca de la franja —a<Imt<ax en el recinto que se ob- 
tione dol plano w excluyendo dos rayos: —co < Re w < —1, 
Im ш = л y —со < Rew < —1, Im w= —л. 


М de o ву El 8) cotg O o para 0<0 < min (v, n). 


Como muestra Ја fórmula (5.7:3), al crecer 0 en el intervalo indicado, u decrece 
desdo +00 hasta —o0, si yx, у dosdo +00 hasta —1, si » = x. 


CAPITULO 
TERCERO 


INTEGRALES Y SERIES 
DE POTENCIAS 


$ 1. CURVAS RECTIFICABLES. INTEGRALES 


1. Sea Д: т = А de а < L < В una curva continua. А cada parti- 
ción del segmento (a, Б] en segmentos parciales [%, tapil (e = 
=04,...n—1 049 =4<04<... < да = f) corros- 
ponde una partición de la ситуа Len arcos parciales о, (k = 
=0, 1, 2,... n — 1), con los puntos iniciales za = А (ол) 
у los puntos finales + = А (Œa+1); el punto final de cada arco 
(a excepción del último) coincide con el punto inicial del arco que 
lo sigue. Uniendo los puntos Zo, 21, 22, ..., 2. еп Su orden 
mediante segmentos rectilíneos, obtenemos una poligonal A inscrita 
en la curva L. Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los 
arcos съ. Evidentemente, la longitud do la poligonal А os igual 
na 
a „Д |ы — Za |. Si esta magnitud, independientemente de la 
<] 


partición considerada, queda acotada: 


nt 
ана oo, 


la curva £ se llama rectificable, y el extremo superior de 
las sumas indicadas se llama longilud de la curva. 
Si existen particiones del segmento la, [1 para las cualos las sumas 
correspondientes, es decir, las longitudes de las poligonales inscritas 
en la curva, son arbitrariamente grandos, se dice que la curva n o 
es rectificabte, En este caso, a clla по se le atribuye nin- 
guna longitud, o bien, se supone que la longitud de la curva Z os 
infinit 

Es fácil verificar que la longitud de una enrva rectificable es el 
límite de las longitudes de cualquier sucesión de poligonales inscri- 
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tas, cuando la longitud máxima de los segmentos que correspondem 
a la partición del segmento la, fl, tiendo a cero. 

Una clase particular de curvas rectificables son las curvas lisas 
(arcos elementales). Una curva continua £ se llama lisa, 
si entre sus distintas representaciones paramétricas oxiste al menos 
una z = А (1), œ < t < P, para la cual A (£) poseo derivada continua 
y diferente de cero en todo el segmento [с:, В!. 

El significado geométrico de la curva lisa queda claro dol 
ap. 2.1 del segundo capítulo. 

Precisamente allí se demostró que la existencia do la derivada 
М (tọ) = 0 significa que Ја curva posee tangente еп el punto Zo 
= À (to), la cual forma con el eje real un ángulo igual a Arg A” (to). 
Por lo tanto, una curva lisa posee tangente оп cada punto. Si t 
varía continuamente desde æ hasta В, entonces z describe una curva 
desde el punto inicial hasta el final, variando también А (t) conti- 
nuamente, sin anularse, por lo cual varía también continuamente 
Arg А (0)*). Esto significa que la pendiente de la tangente a una 
curva lisa varía continuamente cuando el punto de contacto se des- 
plaza continnamonte a lo largo del arco. 

Para la longitud 1 de una curva lisa L, en el cálculo integral se 
deduce la conocida fórmula 


в 
= | УТ ФУ OF 4. 
* 


Esta fórmula puede escribirse en una forma más compacta obser- 
vando que 


K =r (04) y А = e (012 4-00 (01% 
entonces obtenemos: 
в 
l= і А09 [de 


Una clase más general que las curvas rectificables son las curvas 
lisas a trozos (curvas elementales). 

Una curva continua L se Пата lisa a trozos si está formada por 
un número finito de curvas lisas, o, expresándose con más precisión, 
si: para una ropresentación paramétrica suya 2 = А (0), a < t < В, 
el segmento la, BI posee una subdivisión en un número finito de 
segmentos [da, +] (® = ao < 0 <... < Gm = В), en cada 


*) Arg X’ (0) = Im (Ln [X (91), y como 3 (4) varía continuamente, sin 
anularse, Ёа [А (2)} y, por consiguiente, también Tm ( Ln [А (£)]) varían con- 
tinuamente. 
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uno do los cuales A (1) posee derivada continua y diferente de curo. 
De esta definición se deduce que una curva lisa a trozos puede по 
poseer tangente en los puntos 2, =2 (од) (Е = 1, 2, ..., т — 1), 
pero en cada uno de estos puntos existen las tangentes «а Ја izquierda» 
y «a la derecha», do modo que los puntos indicados son puntos 
angulares de la curva lisa a trozos. 

Para la longitud 2 de la curva lisa a trozos sigue siendo válido 
Ла fórmula anterior 


l JA’ (t) | dt. 


аә 


Claro que con las curvas lisas a trozos по se agota toda la clase 
Че las curvas rectilicables. Por cierto el lector que no conozca las 
«curvas rectificables cn toda su amplitud puede sustituir para sí en 
la exposición ulterior, el concepto de curva rectificable por el con- 
«copto más estrecho de curva lisa a trozos. 
Sea L alguna curva rectificable z = А (0, а < t < B, y P (2) = 
P (x, y), Q (2) = Q (x. у). dos funciones reales definidas y con- 
tinuas сп esta curva. Dada una partición arbitraria del segmento 
fa, fl on segmentos lær, ®+1, k == 0, 1,2, ..., п — 1, Lomomos 
оп los arcos о con los extremos za = Za + iyn Y Zn} = ayi + 
+ tya+s sendos puntos: Ea = Er + Ma = А (Ta) (a < Ta L Arti) 
y formemos para las funciones P y Q la suma integral respectiva 


na 
2, P (Eus M) (Era = a) +Q (Ens M) йы = Ne 


En cl cálculo integral se demuestra *) que para cualquier sucesión 
do particiones del segmento fæ, fl en segmentos cuya longitud máxi- 
ma tienda a cero, las sucesiones de las sumas integrales respectivas 
tienden a un mismo límite. Este último se designa así: 


{ Р, yjdz+Q (z, v) dy 


È 


y se llama integral (curvilínea) de P dz + Q dy a lo largo de la 
curva L. 

Basándose en este hecho, on el siguicnto apartado introducire- 
mos el concepto de integral de una función compleja a lo largo de 


una curva rectificable. 
En particular, si L es una curva lisa a trozos, la integral curvi- 


linea se puede expresar mediante la integral definida de una función 


*) Véase, por ojomplo, Ch. de la Vallés Poussin, Cours d'analyso infinité- 
simale, Vol. 
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de parámetro ? del modo siguiente: 


| P(x, 0) с-а, y) dy 
} 


4P (x (6). y 02 0) 000), y (Hy (0) de. 


а-ә 


Sea L: z= А (0), о 0 В, una curva rectificablo у 
f и (z, y) + iv (x, y), una función definida y continua on L. 
Consideremos alguna partición de la curva L on arcos сь (aquí so 
conservan Jas designaciones del precedente apartado) y formemos 
рага la función f (2) la suma integral correspondiente: 


=! 
S= Ў /@ (шн —м). 


Cada término de esta suma сз el producto del valor de / (3) en cierto 
punto a del arco ол por la diferencia de los afijos de los puntos ini- 
cial y final do oste arco. Introduzcamos para abreviar las siguientes 
designaciones: 


UE т) = ша, v(a M= ааа Ага, Yna уа Ау. 
Entonces tendromos: 
1 @) == шат йд, Za — zn = Aza + Лу, 


у, por consiguiente, 
nt ni 
S= 210 (ааа) 2) (ш + don) (Aza Aya) = 


mt 1 
= È (олла ади) ti У ArH usy). 


De aquí so ve que las partes real e imaginaria de la suma inte- 
gral S son sumas integrales formadas рага la misma partición de la 
curva £ y para los siguientes pares de funciones reales: la primora, 


рага u (г. y) y — (2, y), y la segunda, para v (x, y) y u(x, y) 
Como las funciones и (т, y) y v (z, y) son continuas (debido a que 
les 


1 @) es continua), y la curva L es rectificable, las sumas integ 
indicadas tenderán hacia unos límites determinados al disminuir 
indefinidamente las particiones de la curva (es decir, enando la 
máxima diforencia de los valores contiguos del parámetro £ tiende 


14-1109 
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a coro); tenderán precisamente a 


f u(x, y)dz—v(z, y)dy y | v(z.y)de=u(s, y) dy. 
1 1 
Do aquí se deduce que, сп las mismas condiciones, la suma 
integral de la función compleja / (2) también tiende a un límite 
determinado y este límite es 


| u(x, y)dæ—o(z, y)dy+i | v(e, у) аси (е, y) dy. 


1 т 
El tímite indicado se dosigua mediante {7 (9) 2 y se Пата 


integral de la función f(z), tomada a lo largo de 
(o sobre) la curva Z. 

Así, pues. 

ni 
lim $) /(@ (ы —м) = 


һо 


f Hz) dz 
1 


Š f u(x, у) асо (z, y) dy+ { ole, асоеи (кууду. (1:2:1) 
L т 


Vemos, que el cálenlo de la integral de una función compleja 
puedo reducirse al cálculo de dos integrales curvilíncas de funciones 
ronlos. 
òn el caso particular, cuando L es un segmento del eje real 


a e < b, z= x y f (2) = f (2), donde f (2) es una función real, 
obtenemos según la definición admitida: 
Ei 
$ 16) de lim) /(@) боа а). 
і = 


А 
Poro, precisamente asi se expresa la integral definida 1] 10) de. 


Por consiguiente, 
è 

үл de= $ уде, (1.2:2) 
1 2 


y la integral definida de una función real de variable real resulta 
ser un caso particular de la integral de una funcion compleja a lo 
largo de la recta. Cuando L es, como anteriormente, un segmento 
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del eje real, pero la función f (=) es compleja: f (2) = u (2) + iv (2), 
obtenemos: 


Ра 
{ 1 @ а= lim Y) Ш) H iv (5) алаа) = 


$ e 
ka 4 
== lim Y) и (ана 2) + ilim У) v (Ea) (жы аа) = 
, „ a 
= $ u (z) dz +i | v (z) dz. (1.2:3) 


Considerando el caso más general, cuando L es alguna curva 
lisa a trozos, podemos sustituir cada una de las integrales curvilíneas 
en ol segundo miembro de la fórmula (1.2:1) por su integral definida 
correspondiente do la función de Ta variable real 1; entonces obtene- 
mos: 


в 
оа} ис, yOz Dve, уйу" (0) des 
i а 


в 
+! | plz, y (DIZ (t) +ulz(). y(t1y (tydet. (1.224) 
ч 


Comparando el segundo miembro de esta fórmula соп el segundo 
miembro de la fórmula (1.2:3), podemos considerarlo como la inte- 
gral de la función compleja: 


{u læ (0), y (D12 (0) — 0120), y (ly 00) 
+000200), yL + ulel), y) y у} == 
= (u [2 (t), y (1+ iv (æ (t), y (ON le (4) + iy’ (D) = FA СГА (у 


а lo largo del segmento del oje real б: ax taip. 


Por consiguiente, la fórmula (1.2:4) puede expresarse en la 
forma 


jrm] FOO (0) de. (1.25) 


Aquí, el segundo miembro se obtiene del primero sustituyendo: 
primero, la curva £ рог el segmento б del eje real y, segundo, z 
рог À (1) y dz por }.' (() di. Su prioridad ante el primer miembro 
consiste en que, después de separar las partes real e imaginaria bajo 
el signo de la integral, ésta se escribe inmediatamente en forma do 
dos integrales definidas de funciones reales del parámetro £ (véase 
el segundo miembro de la fórmula (1.2:4)). 


14+ 
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1.3. Enumeremos las propiedades elementales de las integrales 
de las funciones complejas: 


a) |id= f ¡(jas (1.3:1) 
1 L 
Aquí, se designa con / la curva que se diferencia de L sola- 
mente en el sentido del recorrido. 


D frod f d+] (d+ 


la 


+ [fdo (132) 
Em 


Aquí, а, La, + + .; Lm son arcos que se obtienen al hacer alguna 
partición de la curva Z en partes; el origen del arco Ly coincide 
соп el origen de la curva L, el origen del arco Газ; con el extremo 


del arco La (k = 1, 2,..., m — 1) y el extremo del arco Lm con 
е} extremo de la curva L. 
° } ўса Уус, { 0) de. (1.3:3) 
Lj=1 j=l L 


Aquí, fi (2), - =>, / (2) son funciones definidas y continuas 
en L, mientras que Сү, .. ., Cm, son constantes complejas. 

Cada una de estas tres propiedades se verifica fácilmente, bien 
pasando a las integrales curvilíneas según la fórmula (1.2:1) o bien, 


inmediatamente, basándose on la definición de la integral { / (2) de 
Ё 


como el límite de la suma integral. 
Frecuentemente suele ser necesario acotar superiormento el 
módulo de la integral. Con oste fin, ante todo se usa Ja desigualdad 


a) |f roas j 1/1. (1.34) 


Aquí Si f (3) | ds es la integral curvilínea de la función real 


Es 

(по negativa) continua | f (т) 1, tomada a lo largo de la curva L, 
—ї 

оз decir, es el límite: lim У 1 / (a) | Ze donde la es la longitud del 


arco 01, у La es, como anteriormente, un punto de este arco. 
Para demostrar la desigualdad (1.3:4), acolemos el módulo de 
pm 


la suma integral, 2 / (La) (Ex +1 — 2а). Se tiene: 


E 


п а а 
[E по ааа 1 ааа 2, 1701. 
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Pasando a límite en ambos miembros de esta desigualdad, supo- 
niendo que la partición disminuyo indefinidamente, resulta: 


ES 
A 1 


como se quería demostrar. 
Ordinariamente, la integral que figura en el segundo miembro 


suele escribirse en la forma $ 17 (2) I | dz |. La desigualdad (1.3:4) 
Ё 


toma entonces la forma 


4) [ла] 
і 


< f IId]. (1.3:4) 


Con más frecuencia que la desigualdad (1.3:4) o (1.3:41), suele 
usarse otra acotación más grosera. Supongamos, para esto, que en 
todos los puntos de la curva £ la función f (z) satisface a la desigual- 


dad 
/@&м 

(aquí se puede tomar por M, por ejemplo, max | f(z)|). Entonces, 

para ol módulo de la integral de f (2) obtenemos: 


е) [теам (1.8:5) 


donde 2 es la longitud de la curva Г. Para obtener esta desigual- 
dad es suficiente observar que 

ein і ы 

LA Л) бнаа) | Y E Тања аа |М Y) [2120 | << MI, 
© & © 

y pasar a límites. 

Todas las propiedades enumeradas son exactamente análogas 
a las propiedados correspondientes de las integrales de las funciones 
reales. 

Es necesario señalar una de las propiedades importantes de 
las integrales de las funciones reales que no se vorifica inmediata- 
menle para las integrales de las funciones complejas. Se trata del 
teorema del valor medio (primer teorema del valor medio), según 
el cual, en el caso más simple 


М z 
|id= | at= (60), 
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donde а < т < b (la función f (0 os continua en el segmento la, bl). 
o 


De éste, en particular, se deduce que la integral Á f (£) de no puede 
ер! 


anularse si la función continua f (t) по se anula en ningún punto 
del intervalo (a, b). Pero esta última conclusión no puede aplicarse 
a las integrales de las funciones complejas, incluso cuando se limita 
Та integración a un segmento del eje real. 


Examinemos, por ejemplo, la integral { exp (2лі2) de, tomada 
Ё 
a lo largo del segmento del eje real 1:0 < х 5 1. Como exp (2а) = 
= cos іла + i зеп 2az, según la fórmula (1.2:3), se tiene: 
1 1 
f exp (2nix) dz = | соз 2л da pi Ї sen 2лхйк=0. 
% 
Sin embargo, oxp (2112) по se anula en ningún punto del segmento L. 
Por lo tanto, la consecuencia indicada anteriormente del teoroma 
del valor medio no es aplicable a las integrales de las funciones 
complejas; por esta razón, el mismo toorema del valor medio tam- 
poco es aplicable generalmente a las mismas. 
Но aquí unos cuantos ejemplos de cálculo de las integrales ole- 
mentales de las funciones complejas. 
n-i 
1) f da= lim Y) (гы, —24) == lim (2n — 5%) = Z — 20, 


kan 


donde 2, es el punto inicial y Z, el punto final de la curva £. 
En particular, si la curva L es cerrada, entonces Z = zp y la 
integral se anula: 


{&=о. 
1 
ч ГЕП n-i 
2) \zdz=lim Y) za (2ана — z) =lim У) as (20412). 
L [=] а=0 


Aquí, para una misma partición de la curva L suponemos una 
voz que el punto ĉa coincido con el punto inicial 2, del arco сл, y la 
otra vez, con el punto final z,+, del mismo arco. Como los límites 
de una y otra sumas integrales son iguales, su media aritmética 
tendrá el mismo límite: 


n-i ai 
е zlim Y 20) maim Y) (dt) = 
— = 
Flimi) = 8022—29). 
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+ En particular, si L es una curva cerrada, de nuevo obtenemos 
que se anula la integral: 


donde L: z= a + гехр (И), 0.< 2. 2л, es una circunferencia 
con el centro en a y de radio r, recorrida una vez en dirección posi- 
tiva. 

Hagamos el cálculo por dos métodos distintos. 

Para obtenor una suma integral que sea lo más simple posible, 
dividamos L en n arcos iguales por los puntos: 


даф =a +rexp (122) 4 


г 


amarre (1%), ..., amaron [120302] 


y pongamos también 
ъ= 5%=а+г. 
Finalmente, tomemos рог puntos €, еп los arcos 2023,1 los puntos 
modios de estos arcos: 
фо =а+гехр[: ER] 0, 14,2, 00 00M. 


Entonces 
4 (264-1; 
1р 0а 


Гб) = 


ЎР) (ena — 24) = 
= 


Y exo [ 1 22037 (ox [1 205] „ү, ма) o 


=] 
nl “= 
- 5 [exp 5=—ехр( В) 2: D sen теа z 


Por consiguiente, 


а 
sen 
de Р a РР п 
= 2h = = Ё 
| = lim 2in sen E = 2лі lim — 9 = 2л/ 
? EJ 


A 
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Este mismo resultado puede obtenerse aplicando la fórmula 
(1.2:5). Se tiene: 


2=2()=a+re, N (t)= ire" 
y, por consiguiente, 


Aquí $ быйан el segmento del eje real desde O hasta 2л. Por lo 


tanto, {а= а= 2л y, finalmente, 


% ї 


2ni. 


$2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 
2.1. El teorema, cuyo enunciado y demostración daremos ahora, 
es uno de los fundamentales en la teoría de las funciones analíticas. 
Toorema integral de Cauchy. SiG es un recinto 
simplemente conexo del plano finito y f (z) es una función uniforme 
y analítica en este recinto, entonces para cualquier curva rectificable 


y cerrada L, perteneciente a G, la integral $ 1 (2) dz es igual a сего. 


Con ciertas rostricciones complementarias, este teorema puede 
obtenerse fácilmente de la conocida fórmula de Green, Esta fórmula 
tiene la forma 


{е #4е--0(«, »”в- | (4—5) dz ay, 


donde g os el interior de la curva clemental de Jordan cerrada 
L, P (z, y) y Q (2, y) son funciones continuas en Z y en su interior 


junto con sus derivadas parciales 20 y 27, y, finalmente, la inte- 


gral curvilínca en el primer mide se аа, en sentido positivo, 
es decir, en dirección contraria a la del movimiento de las agujas 
del reloj. 


Escribamos la integral $ 1 (a) dz según la fórmula (1.2:1): 


{ He = ТРЕЕ 7 


rA 
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Para aplicar a las integrales del segundo miembro la fórmula de 

Green, exijamos que la curva L sca de Jordan y lisa a trozos, y luego, 

quo las derivadas parciales de las funciones и (т, y) y (2, y) sean” 
continuas en el recinto G. Como 


е 19000 ¿du 
г @= + ы жаы Т 


lo último que se exige equivale a que / (z) sea continua en el rocin- 
to G. Como el recinto G es simplemente conexo y la curva de Jordan 
cerrada L pertenece a С, el interior de la curva L, es decir, el recin- 
lo g, también pertenece а G. Por consiguiente, las derivadas parcia- 


les de las funciones и (z, y) y о (=, y) existen y son continuas en 
todos los puntos de la curva L y en sı 
Green, obtenemos: 


fude—va, = 11 (—2— 3) de dy, 


| vdz+udy= 1 (EZ) drav, 


А 


interior, Según la fórmula do 


у como las expresiones que figuran bajo los signos de las integralos 
dobles, en virtud de las ecuaciones de D'Alemberi-Enler, se anulan, 
las intograles curvilíneas examinadas también son iguales a cero. 


Por esta razón es también igual a cero la integral | f (2) dz. 


No obstante, no nos quedaremos satisfechos con el resultado 
obtenido y nos dedicaremos a demostrar el teorema de Cauchy en 
la forma que se enunció anteriormente, es decir, sin exigir ni que 
Ja derivada de f (2) sea continua, ni gue la curva Г sea de Jordan 
y lisa a trozos. 

2.2. Lema. Si F (z) es una función continua en un recinto G, 
y T es alguna curva reclificable situada en este recinto, entonces para 
cualquier e > 0 puede asignarse un $ tal, que para cada partición 
de la curva Ї en arcos de longitud menor que $, la poligonal respectiva 
inscrita y estará contenida en el recinto G, y la diferencia entre las 


integrales fr (2) dz y $ F (2) dz será en su valor absoluto menor 
l 


que e 
y г) | Pt 2|<е 
ё (2) d; Ф |< 


Demostración. En virtud de la proposición b) del ap. 
del primer capítulo, en el recinto G se puede señalar un conjunto- 
acotado y cerrado Е, para el cual Lodos los puntos de la curva Г 
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son interiores; además, existirá un número positivo p tal, que cada 
círculo do radio р con el centro en un punto cualquiera de la curva Г 
pertenecerá a este conjunto E. Fijando el conjunto Г y tomando 
un número positivo arbitrario e, determineíos (en virtud de la 
«continuidad uniforme de la función F (z) en ol conjunto cerrado Æ) 
un б, > 0, tal, que para cualquiera раг de puntos z’ y 2”, que porte- 
nezcan а E y satisfagan a la condición | 27 — z” | < бү, se cumpla 
la desigualdad 


BESO: (2.2:1) 
dondo ¿os la longitud de la curva Г. 
Tomemos ahora un número positivo ё tan pequeño, que se cumpla 
Та condición ô< min (5, р). Fijemos una partición cualquiera de 
la curva T cuya máxima longitud de los arcos da (k=0, f, ... 
«+. п — 1) sea menor que el ё indicado, y sean $ los puntos que 
realizan la partición, y Ya, las cuerdas de los arcos 04 (Ga es el ori- 
gen y +), el extremo de тл). Designando con y la poligonal cuyos 
lados sucesivos son y», tendromos: 


| [roa] Рауа|= [5 [f е0) |r а) < 
v h=0 Со YA 


«Урва ға). (2.2:2) 
= A 


¿0 д 


‘Observando que [а= { F (En) dz = F (La) (хә, — La) (убаво el 
or Y 


ojomplo 4) ap. 1.3), hallaremos: 
¡[204-520 az|= 
E А 


=| о-га | P (д— Ga) de < 
o Ya 


«логале ота. 22:3 
r Ta 

Las diferencias bajo los signos de las integrales pueden acotarse 
sogún la fórmula (2.2:1), puesto que la distancia entre cualquier 
punto do с, o de ya y el punto la es menor que 6,. Por esta razón, 


| rd [roa] 
Ta 


9 


-ir long. on +35 long. ya < $ «long. оу, 


(2.2:4) 
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y, por consiguiente, la desigualdad (2.2:2) nos da: 
a-i 

1} F (z) dz— | F (a) dz| Y 5. Лоп. о, 
f E к=0 


(2.2:5) 


Con esto se termina la demostración del lema, 

2.3. Hogamos ahora la propia demostración del teorema inte- 
gral de Cauchy. Primero lo demostraremos para las líneas poligona- 
les y después. aplicando el lema del ap. 2.2, estudiaremos el caso 


ÓN, 
ANZN 


más goneral. La domostración misma del teorema para las poligo- 
nales cerradas la dividiremos en etapas separadas. 

a) Biángulo. Sea L un segmento rectilíneo y, recorrido dos 
veces еп direcciones opuestas. Entonces 


[тоа леа) He) а= | 1(2) &— {10-0 
А Ў + > y 


En este caso elemental no tuvimos que recurrir siquiera a la 
derivabilidad de la función ў (2). 

b) Triángulo. Como ya se verá en el proceso de la domos- 
tración, esto caso es el fundamental, y en él tendremos que basarnos 
esencial mente en ol hecho de que la función f (2) es derivable. Así, 
pues, sea L el contorno de un triángulo situado en el recinto G, 
recorrido una vez en una dirección determinada (por ejemplo, en 
dirección contraria a la del movimiento de las agujas del reloj). 
Hagamos: 


| [10 алсо). 


E 


Queremos demostrar que M = 0. Dividamos el triángulo, median- 
te segmentos rectilíneos que unan los puntos medios de sns lados, 
en cuatro triángulos iguales con los contornos Г’, L", I” y LIV 
(fig. 45), y formemos la suma de las integrales tomadas sobre L’, 
L", L'” y LIY en las direcciones señaladas en el dibujo con flechas 
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(cada una еп dirección contraria a la del movimiento de las agujas 
del reloj). Obtenemos: 


[rod | raaa f 1@ + f Кдд. (2.34) 
і м ІЛУ 


Ё 


Cada una de estas cuatro integrales puede sustituirse рог la 
suma de tres integrales, tomadas a lo largo de los lados de los trián- 
gulos considerados, Seis de estas integrales, tomadas sobre los seg- 


mentos situados sobre L, darán al sumarlas la integral | f (2) dz. 


Las otras seis se dividirán en tres pares de integrales, cada par do las 
cuales se toman sobre un mismo segmento, pero recorridos en direc- 
ciones opuestas (estos soginentos no están situados sobre L). Eviden- 
temente, la suma de cada раг de éstas es igual a cero. De aquí se 
deduce que toda la suma (2.3:1) es igual a una sola integral, y como 
el módulo de la suma no supera a la suma de los módulos de los 
términos, se tiene: 


M=|[ 16 < 


«реа 


Га 


ее f roa]. (23:2) 


De la última desigualdad sacamos la conclusión de que al menos 
uno de los términos del sogundo miembro tieno que ser no menor 


que 22, Designando el circuito correspondiente mediante L: (Ly coin- 
cido con L’, L”, L' o LIY), obtenomos: 


[ро а. 


Hagamos abora con el triángulo £; lo mismo que se hizo anterior- 
mento con el triángulo L, es decir, dividámoslo en cuatro triángulos 
iguales: L;, L;, 2477 y LIV; observemos que la integral sobre L, es igual 
a la suma de las cuatro integrales sobre Li, L4, Li” y LIV (tomadas 
en un mismo sentido: en dirección contraria a la del movimiento 
de las agujas del reloj), y, finalmente, saquemos la conclusión de 
as será no menor que LL. 
Sea ésta la integral a lo largo de La (Le coincide соп L, L}, Li 
LIV). Entonces, tendremos: 


еар 


que el módulo de una de estas últi 
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Continuando estos razonamientos, obtendremos una sucesión 
de triángulos con los contornos Ly, La, -  -. La, » - - que salistacen 
a las siguientes condiciones: 

1) Cada triángulo siguiente está contenido en el anterior y se 
obtiene de éste uniendo con segmentos rectilíneos los puntos medios 
de dos de sus lados; en particular, de aquí se deduce que la longitud 
del circuito Jn — designémosla con lh— es dos veces menor que 
1-4 у, por consiguiente, l, = mo donde 2 ез la longitud del cireni- 
to L. 
2) Cada uno de Jos triángulos está contenido on el recinto 
esto se debe a que L está contenido еп G, por lo cual (como el recin- 
to G es simplemente conexo) el interior de L también tiene que per- 
tenecer a б. 

3) La integral de f (2) а lo largo de Lp satisfaco a la desigualdad 


Поа] HF  (=t 2...) (2.3:3) 


Èn 


De la propiedad 1) se deduce que los triángulos considerados 
«ciñen» a un punto $, perteneciente а cada uno de los triángulos (éste 
puede estar situado en el interior de Ln o sobre Ly) 

En virtud de la propiedad 2), el punto $ рогіепесс al recinto С. 
Por consiguiente, según la hipótesis del teoroma, la función / (2) 
posee derivada f’ (E) en el punto ¢, y para cualquier в > 0 se puede 
señalar un д tal, que cuando sea | 2 — E | < 8, so cumpla la dosi- 
gualdad: 


|28 Heroj (2.4 


Сото el punto ¢ pertenece а cualquiera de los triángulos consi- 
derados y éstos «ciñon» a este punto (las longitudes de los circuitos La 
tienden a cero) resulta que, comenzando desde cierto п > N, estos 
triángulos estarán contenidos por completo еп el círculo | z — {| < 
< ô, y, por consiguiente, para todos los puntos z, pertenecientes 
a La, se cumplirá la desigualdad (2.3:4). 

Escribámosla en la forma: 


Ра) Р) 6) 2—9) 1 е [2—61 


Observando que la distancia |2—£| entre dos puntos de un mismo 
triángulo es menor que el perímetro de este triángulo, es decir, 
1 


es menor que ‚ obtenemos: 


1/@—1(@—/' 9 6—01, 2Elmn>N. (2.8:5) 
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llallando ahora la integral de la función f (2) —f (0) —f' (0) (2—£) 
а lo largo de la línea cerrada Zn, resulta: 


[UO-10-106-91d= 


En 


= [иал | ar | зас о а= [оа 
Le РА с a 


En 


(2.3:6) 
Aquí hemos aplicado el hecho de que las integrales | dz y | zdz 


son iguales a coro (véase los ejemplos 1) y 2) del ap. 1.3). Por consi- 
guiento, en virtud de (2.3:6), (2.3:5) y de la de igualdad (1.3:5), 
obtenemos: 


оа O 10-10 6910|<e ze 
bn in 
=p er (2.3:7) 


Como complemento a la desigualdad (2.3:3), donde los números 
JE зе acotaban superiormente por el módulo de la integral sobro 
La, hemos conseguido obtener la desigualdad (2.3:7), donde esto 
módulo se acota superiormente por los números е2. . Confrontando 
las desigualdades (2.3:3) y (2.3:7), deducimos que 
Ма, 
о bion, haciendo a e tender а coro: 
М <0. 
Pero M no puede ser menor que сего. Рог consiguiento, 


м=|{/ (2) dz] =0, 
1 


con lo cual se termina la demostración del teorema integral de 
Cauchy para el caso de un triángulo. 

в) Ahora estamos en condiciones de considerar el caso on que 
1, sea una poligonal cerrada arbitraria situada en el recinto б. El 
problema consiste en saber descomponer tal poligonal en triángulos 
(para los cuales ya está demostrado el teorema). 

Comencemos соп el caso en que Z sea el contorno de un polígono 
convexo de n lados (л > 4) АА, ... 4,140, recorrido una vez 


$ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 23 


en una dirección determinada. Descompongamos el polígono on 
п — 2 triángulos mediante diagonales trazadas por el vértice Ap 
(fig. 46). Cada uno de estos triángulos pertenece al polígono dado y. 
por lo tanto, también al recinlo G (de nuevo empleamos que el 
recinto С es simplemente conexo). Por consiguionte, para los triángu- 
los obtenidos es válido el teorema que se demuestra. 


FIG. 46 FIG. 47 


Escribamos la integral de f (2) а lo largo de L cn la forme 


A 


AoAiA2A09 Аолайа.".Ал-1Ао  Aonzás.”. Anido 


(ya que, por lo demostrado, = 0). Vemos, pues, que la inte- 
AoAjAz4o 

gral sobre el contorno de un polígono convexo de n lados resulta 
ser igual a la integral sobre el contorno de un polígono convexo do 
п — 1 lados. De aquí, reiterando este razonamiento unas cuantas 
veces, sacamos la conclusión de que esta integral es igual a la into- 
gral sobro el contorno del triángulo А,4,_ 54,1, ез decir, es igual 
a cero. Por lo tanto, el teorema queda demostrado también para 
un polígono convexo arbitrario. 

Examinemos el caso en que L sea una poligonal cerrada arbi- 
traria, que no se corte consigo misma y sea recorrida una sola vez. 
De las hipótesis hechas se deduce que ésta es una curva de Jordan; 
por esta razón se puede hablar de su interior que, como el recinto G 
ез simplemente conoxo, tiene que pertenecer a G. Demostremos que 
el interior de la poligonal L puedo descomponerse en polígonos 
convexos. Con este fin, observemos que un polígono convexo se 
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caracteriza por completo con que cada uno de sus lados puede pro- 
longarse en línea recta por cualquiera de sus dos vértices respeclivos, 
sin caor on esta prolongación en el interior del polígono. Por el 
contrario, entre los lados de un polígono no convexo tiene que haber 
alguno cuya prolongación caiga en el interior del polígono. Prolon- 
guemos cada uno de tales lados de uno o de los dos métodos posibles 
dentro de L hasta que nos encontremos de nuevo con L (lig. 47). 
De osta manera, el polígono inicial quedará descompuesto en un 
número finito de polígonos, cada uno de los cuales será convexo 


FIG. 48 


(puesto que, en virtud de la construcción hecha, ninguno de los 
lados puede prolongarse dentro del nuevo polígono). Pero la inte- 
gral sobre cada poligono convexo es igual a cero; por consiguiente, 
éstos pueden despronderse uno a uno de todo el polígono sin cambiar 


ol valor de la integral Èf (z) dz. En definitiva obtendremos quo 


en este caso también es igual а cero Ja integral sobre /,. 
Supongamos, finalmente, que L es ппа poligonal cerrada arbi- 
traria. Según la definición, ésta consta de un ero finito de 
lados Ау, Аз, ..., An, dados en un orden determinado, de modo 
que el extremo de cada uno es el origen del siguionte y el extremo 
del último lado coincide con el origen del primero (ар. 4.1 del 
capítulo primero). Algunos de los lados pueden tener puntos comu- 
nos además de los indicados, es decir, la poligonal puede cortarso 
consigo misma; además, algunos de los segmentos rectilíncos Ay 
pueden ser partes de otros segmentos о incluso pueden coincidir 
con ellos. Esto significa que al recorrer la poligonal L, algunos de 
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los segmentos que la pertenecen pueden describirse parcial o com- 
pletamente unas cuantas veces (fig. 48). 

Para facilitar los razonamientos, los haremos respocto de nuestro 
dibujo, donde está representada una poligonal compuesta de ocho 
lados: А, = Ar4r41 (k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; As = Ap), en la 
cual el lado 4,4; forma parte del lado AsAs. Empecemos el movi- 
miento sobre L, comenzando desde Ap, hasta que un nuevo lado se 
encuentre por primera vez con uno de los lados ya reco- 
rrido. En nuestro caso, tal lado os A,A 3, que se corta con A pA; en el 
punto В, Entonces, la poligonal cerrada que se obtiene al recorrer L, 
comenzando desde el punto B hasta el primer regreso a este punto 
(en nuestro caso, ol triángulo ВА,А;), ropresentará una curva do 
Jordan cerrada sitnada en el recinto G. Por consiguiente, la integral 
sobre ósta será igual а cero y al excluir de L la poligonal indicada, 
el valor de la integral a lo largo de L no variará. 

Resulta una poligonal £’, formada por los lados, escritos por 
orden, 4,8, BAs, Аз4,, А,45, Ardo, Дод, АА о. El número de sus 
vértices y, por consiguiente, de sus lados, es al menos una unidad 
menor que la cantidad inicial, puesto que la parte despreciada de 
la poligonal L era por lo menos un triángulo, de modo que fueron 
despreciados no menos de dos vértices, y en su lugar ha aparecido 
по más de un nuecvo vértice (В). 

Podríamos limitarnos a estos razonamientos, si el caso examinado 
fuose el único posible. Pero existe otra posibilidad más, quo se 
observa en el caso de la poligonal Z’. Hagamos de nuevo un recorrido 
comenzando desde Ap, a lo largo de los lados А,В, BAs, А341, 
Aj As, As Ag. Hasta aquí no encontramos ninguna autointersección. 
Pero el siguiente lado АА; va dirigido por el lado 4,4. de modo 
que nos encontramos con puntos interiores de los lados ya recorridos 
antos, es decir, con puntos de autointersección; sin embargo, ninguno 
de éstos es el primero (el punto As, que es común para dos lados 
consecutivos Asda y АвАт, no es un punto do autointersección 
para L’). 

Debido a esto volvemos hacia atrás por el lado АА», hasta que 
nos encontremos con el punto más próximo a А, de los dos vértices 
contiguos As y Ау. En nuestro caso, éste será С = Az. La poligonal 
cerrada, compuesta de la parte del lado Ass, comenzando dosde 
el punto С hasta el vértice Ав, y de la parte del lado 4,4; desde Ay 
de nuevo hasta el punto C, representa un biángulo, la integral sobre 
el cual es igual a cero. Por esta razón se puede excluir esta poligonal 
de L’ sin variar el valor do la integral a lo largo de L’. Resulta una 
poligonal cerrada L”, formada por los lados, en su orden, А,В, 
BAs, АА, АА, АзС, СА». La cantidad de sus vértices y, рог 
consiguiente, de sus lados, es una unidad menor que para la poligo- 
nal Z’, puesto que junto con el biángulo hemos despreciado un vér- 
15-1199 
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tice (40), sin introducir en su lugar nuevos vérlices (C coincide con 
A; о, en otro caso posible, соп As). 

Nuestro razonamiento es de un carácter totalmente general. 
Después de repetirlo un número finito de veces obtenemos o una poli- 
gonal cerrada L%, que es una curva de Jordan (en nuestro caso, tal 
es la poligonal L’), о sino un biángulo. En cada uno de estos casos 
sacamos la conclusión de que la integral a lo largo de la poligonal 
inicial L es igual a сого. 

Así, pues, queda demostrado el teorema para una poligonal cerra- 
da arbitraria, Obsérvese que, extendiendo el teorema desde el caso 
de un triángulo hasta este último caso. nosotros no empleábamos 
ningún razonamiento de carácter teórico-funcional. Todos nuestros 
razonamientos eran exclusivamente de carácter geométrico ele- 
mental. 

d) Consideremos, finalmente, el caso más general de una curva 
rectificable y cerrada arbitraria L, perteneciente a un recinto С. 
En virtud del lema del ap. 2.2, para enalquier к > 0 se puede soñalar 
una poligonal cerrada y, inscrita оп L y perteneciente al recinto С. 


tal que las integrales | J @ de y | f (2) dz satisfacen а la condición 
1, > 


[51 [оа 
1, 


y 


Pero, sogún lo demostrado anteriormente, ї 100) dz=0; рог consi- 


А У 
guiente, 


SS 


y como aquí e es un número positivo arbitrariamente pequeño, se 
tiene 


f 1()d:=0, 
1 


con lo cual se termina toda la demostración. 

Eu el teorema demostrado el circuito de integración L pertenecía 
al recinto G en el cual la función f (z) era analítica. Sin embargo, 
este leoroma puede extenderse también al caso en que L represente 
la frontera de este recinto. Precisamente, se verifica la siguiente 
proposición. 

Si G es el interior de una. curva de Jordan cerrada rectificable Г, 
y Í (2) es una función continua en el recinto cerrado G, y analítica еп 
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el recinto G, entonces la integral de f 12) sobre L es igual a cero: 
TOLEI 
1 


En todo su volumen oste teorema se demostrará en el quinto 
capítulo, Aquí nos limitaremos a demostrar un caso particular 
del mismo, que es suficiente para la mayoría de las aplicaciones. 
Sea L una curva rectificable tal, que cada rayo que parta de cierto 
punto ду del recinto G se encuentro соп ella en un solo punto. 

Supongamos que la ecuación de la curva L puede reprosentarse 
en la forma 


2 atA), 0:02 


dondu 0 es el ángu Мат respecto 
denadas con el polo en el punto 2. Entonces, para cualquier р, 
0<p<i, la curva Lo: z= 24+ 0А (0), que es semejante a L res- 
pecto del punto д. pertenece а G. Debido a esto, on virtud del 
teorema integral de Cauchy, 


ў 10) 4 =0. 0<p<1. 


Lo 


* un sistema polar de coor- 


Жад ана) = Ў AA) On 20001 
os 1а suma integral pora la integral ( /()dz, entonces, debido 
a la semejanza de las curvas / y L, la expresión 
$ лач о Ө 9,0 РА (бә 
será una suma integral para [7 (2) dz. Por esto, osta última into 


gral puede expresarse también en forma de la ¡utegral a lo largo do L: 


{ of 120+ pà (0)) dz=0. 


1 


Transformemos ahora la integral (2) dz del modo siguiente: 
ш 


{лааг fu y À (0)1—р/ 204. pà (0)1) da = 
7 


= ў (0—6) /1%+ À (914-0 (/ Izo +A (0)1 — / [zo + på (0)1)) de. 


15% 
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Hagamos las notaciones: ЛУ == ах [7 (2) у m= max [2(0)l- 
Г] 059527 
Para cualquier е 2» 0 puede señalarse ип ё (е) 2-0 tal, que se cum- 
pla la desigualdad 
16) 77) |< 

рага cada раг de puntos 2”, z” del recinto G que satisfagan а la 
n [27—27 |< 0 (е). Por lo tanto, tomando 1—p< 
tendremos: 


condi 


[7170 2(0))—/ Iz0-1 p2(0)1]<e 
y, por consiguiente, 


j 1 (2) 4в| < [(1—р) M+peJ-long. La 
і 


Tomando aquí p— 1, obtenemos: 
| {ле алон. È 
ї 


y, finalmente, haciendo г 0, sacamos Ја conclusión de que 


ево, 


como se quería demostrar. 

En particular, se puede tomar por L una circunferencia o cual- 
quier polígono convexo. 

Obsérvese que del hecho de que nuestra proposición es justa para 
cualquier triángulo se deduce, por el método que ya conocemos, que 
са justa también para cualquier circuito poligonal cerrado sin autoin- 
lersecciones (no necesariamente convexo). 

No ubstante. no podemos basarnos en el lema del ap. 2.2 y exten- 
der esta proposición al caso de una curva arbitraria do Jordan cerrada 
y rectificable Z, puesto que las poligonales A inscritas en ella pueden 
salir parcialmente fuera de los márgenes del recinto cerrado G, 


limitado por la curva £, y, por consiguiente, las integrales fro dz 
3 


carecerán de sentido. 

Como ya se ha advertido, la demostración del teorema en todo 
su volumen se dará más tarde (basándose en otras ideas). 

2.4. En los primeros trabajos de Cauchy su teorema servía 
como un medio para calcular distintas integrales definidas de las 
funciones de variable real (fundamontalmente integrales impropias). 
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Para dar una idea de estas aplicaciones del teorema de Cauchy, 
que dieron vida al mismo teorema, expongamos tres ejemplos. 
1. Integrales de Fresnel 


$ cositas y ў sen Es dE. 
? 


Para calcular estas integrales, que aparecen en la teoría de la 
difracción, consideremos una función auxiliar de variable compleja 
= e", Esta puede considerarse сото una función compuesta 


DER) С(#+&) 


FIG. 49 FIG. 50 


F (а) = Ф If (01, donde $ (2) = iz? y Фф (0) = e. De aquí, según 
las reglas do derivación de una función compuesta, se deduce que 


F (2) es derivable en todo el plano y 2500. = 2е*. Por consi- 


guionto, puedo aplicarse el teorema integral de Cauchy. 

Tomemos por circuito de integración la línea L de la fig. 49. 
Esta consta del segmento OA del semieje positivo, de longitud R 
(В es un número positivo arbitrario), del arco AB de la circunferen- 
cia de radio R con el centro en el origen de coordenadas y del segmento 
BO de la bisectriz del primer ángulo coordenado. Por lo tanto, el 


ángulo АОВ es igual a 2. Debido al teorema integral de Cauchy, 
4 


la integral È еН“ es igual a cero: 
і 


зар [era feta se 0. 
[ren joves fora Ja 


i 


Pero Č en ОА es igual al número real E, por lo cual, dġ=d{ y 


J (R)= f endr = j at д. 


da 
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En AB, ¿=R(cosq4 iseng), donde p varía desde 0 hasta +, 
por lo cual 
*= На (соз 2ф | ¿sen2q) (0<29<F) А 
di = R (—sen p+ ¿cos q) dp == iR (cos p+ ¿sen ф) йр 
y 


л(В)= {де 
a 


еа 


ехр[ёН? (cos 294 ¿sen 20) iR (cos y +isen q) dq. 
3 А а л 

Finalmente, en ВО, ¿=p (cos 2 4-2 зеп 1). donde р varía 
desde А hasta 0, por lo cual 


E p? (cos $ Бао 5) = 


r dge (eos Gr ¿son q) do 
y 


л) = К: = (осоо (cos ZE ison 7) w- 
ГА R 


R 


= — (соз ris z) [еар -u i) f e= ap. 


i 
Al hacer crecer indefinidamente a R, Ja (R) tenderá al límite 


бао {онар YE 


— 4 (14-0), puesto yue { e-t do 
? % 
Шет" efecto, 
нон к А 5 В 
3-а. ( { mta) { mPa)’. @ 
<и Сн 26 > 


En el cuadrado con el centro en el orig 
de longitud a 2R, son paralelos a los e 


еп de cw rdenailas, cuyos lados, 

е cuerdonadas, inscrilamos un 
circulo # y errcunseribamos un circule К. Jentonces, como la función subin- 
togral es positiva 


кок 


ү CRA а dye f | er ay { | ta, 
E EZS $ 


к 
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Demostremos que Ja (R)—0 cuando R— оо. Para esto, acoto- 
mos el módulo |7. (А). Se tiene: 
EN 
17. R) |<, В f [exp [iR (cos 2ф + i зеп 291 |-| cos p + ¿sen q | dep. 
è 
Aquí 
[expli (cos 24 -+ i sen 2) | = exp (— R? sen 29) 
y [cos -+éseno]—4; debido a lo cual 


T 
[Ja (D Ls А | exp (— R? sen 2ẹ) dẹ. 
L] 


2 рү" 
Pero sen2p + -—-2ф para Da po + 
o bien, sustituyembo las coordenadas cartesianas rectangularos E y y por las 
polares p y q у aplicawlo la fórmula (а), tendremos: 
шт 


| 


Electoando la integración y extrayendo la raiz cuadrada do todos los miem- 
bros de la desigualdad, hallamos: 


n 
T, 


52 { ее <Уха 


Д 
v 


Фан? 


°а)< | f odo dy. 


А 
е pdp dy <4 ( Ve 
i 


Vaa 


de donde 


к e - 
lim 2 сид- үт o | сае. 


+) En efecto, la función J (ад EE decrecer en ol intervalo (o. E 
puesto que ки derivada 
ES садама) y 
В А л 
еши 9.0 E. Por esto mismo J> (Z) s ah, o sea 
sena a 
EIGE, o hien 


na >La (о<е<-+). 


Esta безі Май se convierte en igualdad para те) y az. 
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Por consiguiente, 


лд 4. 
AB) SR ( ali 
è Р 


ї 


rie 
=r EN 


de donde se deduce que 
lim J4 (R) =0. 
Bae 


Consideremos, finalmente, 
R к 


А 
ЈА) = f еа = f cos? d+ i {ара 
Como J, (A) + Ja (00 + (К) =0 para cualquier R, se tiene que 
У, (В) = — Ja (R)— J3 (R) y 
lim J, (R) = — lim Л. (R)— lim Ja (8) = VE (140), 
в Raw Rao 
es decir, 
П R 
lim ( È ова | senge а) = VE +0. 
MRE о 
De aquí se deduce, en primer lugar, que existen las integralos 
> R A 


А 
f cost = Jim | costras y | sengt at= im f son gag 
э» | 


y, en segundo lugar, que 


[ва | вард РЕ 
y 
2. La integral 


de 
| enteos(2ha2) dx (02-0, «> б). 
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Para calcularla integraremos la función f(z) =e? sobre el 
contorno L del rectángulo representado en la fig. 50. Como esta 
función es derivable en todo el plano, puede aplicársele el teorema 
integral. Por consiguiente, 


jara- [vaz [ema [eras fra =0. 
4 а РА 


EC 
Sobre AB 
¿E=2(—-RA<z<M y d= dz; 
por lo tanto, 
+R 
Ti fora | e dz, 
дв 28 
Sobre BC 


bt=R+iy (0<у<о), ¿=R42iRy—y? y di=id, 
por lo tanto, 


а А 
n= {езгеде | exp[—A (R*+12Ry—y?)l i dy = 
so а 


А 
=i { өхр[ —A (R2—y?)] exp (— 2Riy) dy. 
è 


Sobre CD 
t=s+ia(R>z>—R), a+ 2iar—a? y = дг, 
por consiguiente, 
-R 
Tar |a= {| expl А (22+ 2002—02) dz = 


с +в 
+в 


=—-ё= f oxp(— Ала — іал) de = 
a 


+R 
= = ема j e-^" [cos (22ax) — i sen (2az)] de. 
ЕЯ 


Finalmente, sobre DA 
¿=—R+ iy(a>y>0), P=R*—2Riy—=y? y di=idy; 
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por lo tanto 


a 
Li реа { охр[—2 (8? —2Riy— узур! ау = 
БА Н 
= Е) oxp | — А (Я —y?)] exp (21tiya) dy. 
y 
Supongamos ahora que R crece iadefinidamente. Entonces las 
integrales Ja y J, tenderán a cero. En efecto, 
а а 
AS | [ехр[-—5. (1% —y || exp (—2RAy) | dy = | е-маз-® dy. 
% 
Cuando R >q, obtenemos: 
$ 


\ exp [—2(R?—a*)] dy=a exp [— A (R? — олу|—> 0 (R—= оо). 


Del mismo modo 


= 
[Jal $ ¡exp —A 02—03) |] exp 2iRày | dy = 
è 


= { өхр[— А00 — у] у 0 (R -> o0). 
5 


La integral Ja, cuando R—» оо, ticude al límite 
ton 


to ИК „н 

Р А z 

1 вур(—Аг')йх = 7 ў l-i TY d (VT) =y E, 
+o _ 

(puesto que $ ете ах - Vx; véase ol ejemplo antecior) . 


unimente. de la relación 
AAA Tdi 


obtenemos: 
+% 
eat f 077 [cos (2hax) —i sen (2А) de = 


= — lim J, = lim J, + lim Л lim Л} 
ma a уы 


Bco 
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Igualando en esta relación las partes reales, resulta: 


ема {е ооз Слага у E 
O sea, 

+o Р 

ji et cos (2haz) de у Penn, 


3. Ta integral 


pa. 


А а "е 
Tomemos Ja funcion auxiliar 7 (2) = 2. Esta función está defi- 
nida en el recinto G, formado por todos los puntos del plano, 


9| 


FIG. 51 


a excepción del origen de coordenadas, y es derivable on este 
recinto (nos convencemos de esto último derivando directamente: 


ate) _ ей zA) 
а) 


Tomando el circmilo de integración L representado en la 
fig. 51 (esto cirenito, así como su interior, está situado en cl 


recinto G), aplicando cl teorema integral a la función /(@ 2, 


hallamos: 


{ Cid ЧИИ а 


Š J E 
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Sobre AB { es igual al número real E. Por lo tanto, d¿ =dE y 


ар {а 0 oos dE - Ç sga 
ne 0-а ера юка, 


Sobre BCD {= R (cosp +iseng) (0<p<x), por lo cual di= 
=R (—senp + icosp)dp=iR (cosp вепр) бр y 
Ё 


а \ Ea A A 


7 
pa (соз -+i sen p) 


| exp (ER cos p— R sen фу@ф. 


Sobre DE % es igual al пішого real E; por esta razón, d¿= 
=d} y 


ET E IEA 
Ed эле A ка 


Sustituyendo aquí la variable de integración E por —E, obte- 
nemos: 


R R 
соз , ; ( sengdg 
A } 8; | mia. 


Finalmente, sobre EFA 
E=r(cosp+isenp) (1>9>0); 


por lo cual 
dí = ir (cos p + ¿sen p) dp 
y 
o Š 
ла «Фар (exp [ir (cos p+ i зеп фу] tr (cos p +4 sen q) 
5— | К) capitan а 


x 
= —i | exp(ircos p—rsen 9) аф. 
è 
Supongamos que R crece indefinidamente; entonces 


a 
Ja=i { exp (iR cos p — Я sen q) dp 
э 
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tenderá a cero. En efecto, 


1421=| { exp (iR cosp—R sen g) dp |< 
П 
п ар 


<) | exp (iR cos p— R sen q) | dp=2 | ехр(— R sen plidp < 


g 
<2 | ор( 8 2.) я", 


de dondo se deduce que Mm J¿=0, 
ДА 


Supongamos, finalmente, que г tiende а cero; hallemos el 
límite do la integral J,, igual а 
а 


54 exp (ir cos p—r sen p) аф. 


Como la función exp (iz) es continua en el punto z=0, en el 
cual toma el valor 1, para cualquier e >Ú0 se puede señalar un 
8 (6) >0 tal, que para |z|=r<ô(e) зе cumple la desigualdad 


| oxp (iz) — 1 | =| exp (ir cos p —r sen p)—1|<e. 


De aquí se deduce que 
я А 


[л—(—! | 1-40) |=|f [exp (в сов q —r sen q) —11dp|<xe, 


о sea, 
л 


limJ¿=—i | 1-dp=—ni. 


Volviendo a la relación fundamental 
Aè 
JRE, 
1 


deducimos de ésta que: J,+J¿= —J,—J,, о bien, aplicando las 
expresiones para J, y J, señalados anteriormente: 


R 
2i (25% - еу ни A 
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Cuando R—> ос y г—>0, como ya se vio, el segundo miembro 
tiende al límite: — lim J¿—lim4,=xé. Por consiguiente, el pri- 


Row m0 
abro también tiende al mismo límite: 


mer mi 


Designando Lim (Ea cuya existencia hemos demostrado, 
Tw 
пур р 


е E Fy 4 
mediante | 22 а, obtenemos: 2i (59а — ni, о bien, delini- 
E Е 
è 


tivamente 


2.5. Hemos demostrado el teorema integral para las funcionos 
analíticas en los recintos simplemente conexos. Fácilmente se obser- 
va que oste teorema no se extiendo sin reserva alguna para los recin- 
tos que no son simplemente conexos. Examinemos, por ejemplo, 


la función / (2) = +, derivable para cualquier z эё 0. Aquí se puedo 


tomar por recinto G todo el plano finilo, excluyendo del mismo 
el origen de coordenadas. Evidentemente, G no es un recinto sim- 
plomente conexo, puesto que el interior de cualquier circunferen- 
cia y соп ol centro en el origen de coordenadas, perteneciente a G, no 


pertenece completamente a G. Por otra parto $ 4-а: = 2ni + 0 


(ap. 1.3, ejemplo 3). 

Sin embargo, con ciertas restricciones impuestas a las curvas, 
el teorema integral puede aplicarse Lambién a los recintos С que 
no son simplemente conexos. Supongamos, en primer lugar, que L 
es un triángulo perteneciente al recinto G junto con todos sus puntos 
interioros. Entonces, para cualquier función ў (2) uniforme y anali- 
tica en el recinto G (que no es simplemente conexo) son aplicables 


а la integral {ло dz lodos los razonamientos del ap. 2.3, Ъ) y, 
1 


por consiguiente, frw dz = 0. Llegaromos a la misma conclusión, 


га 
con referencias al ap. 2.3, е), enando L sea una poligonal cerrada 
arbitraria perteneciente a G tal, que todos los recintos poligonales 
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limitados por la misma pertenezcan а б. Sea, finalmente, £ una curva 
rectificable cerrada arbitraria, perteneciente a €. Consideremos Ja 


integral | / (2) dz. Según el lema del ap. 2.2, esta integral puede 
$ 

sustituirse por las integrales sobre las poligonales A inserílas 

оп Г y pertenecientes al recinto С. con una precisión e > 0 arbitra- 

riamente pequeña. Si para tales poligonales, de lados suficientemente 

pequeños, los recintos poligonales limitados por ellas pertenecen 


а G, entonces las integrales correspondientos se anulan y, por consi- 
guiente, también tiene que ser igual a cero la integral a lo largo 
de L (compárose con el ap. 2.3, d)). 

Las condiciones indicadas son suficientes para que la integral 


do una función analítica È / (2) de, tomada a lo largo do una curva 
i 


reclificable cerrada, perteneciente a un recinto que no os simplo- 
mente conexo, sea igual а coro. Estas condiciones se satisfacen 
cuando L, por ejemplo, pertenece a un recinto g simplemente conexo, 
que sea un subrecinto respecto de G, у no solamente en osle caso. 
En la fig. 52 está representada una curva L perteneciente a un recin- 
lo G biconexo. Evidentemente, no existe un subrecinto si mplemente 
conexo del recinto G que contenga a L. No obstante, para L se enm- 
plen las condiciones expuestas anteriormente y, por consiguiente. 


| / (2) de = 0 para cualquier función f (2) que sea analítica cu G. 


Teniendo en 


cuenta las observaciones hechas, no es difí 
trar que se veri 


ica el siguiento teorema, que aplicaremos a 


il demos- 
menudo. 


Teorema integral para un sistema de 
cirevitos Sea J (2) una función uniforme y analítica en un 
recinto arbitrario G y sea Г. Yı, үз... ~, Yu un sistema de curvas de 
Jordan rectificables y cerradas, que eslán situadas en el recinto б y sa- 
tisfacen a las siguientes condicione: 
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a) las curvas ya (k = 1, 2, 
b) para cualquier ka (ko = 1, 2, + 
están situadas en el exterior de ya ; 
c) el recinto múltiplemente conexo g, limitado por las curvas 
T, Yi -+ ++ Yn (éste se obtiene exluyendo del interior de T los recintos 


п) pertenecen al interior de Г; 
п) las curvas y, para k + ko 


FIG. 53 


cerrados limitados por las curvas ya, k = 4, 2, ..., n), perlenece 
al recinto G. 
En estas condiciones, se verifica la igualdad 


леа {леа {+ at {Р а, (2.54) 
r Y n Ya 
donde todas las integrales se toman en un mismo sentido, por ejemplo, 
de modo que los interiores de las curvas queden a la izquierda del obser- 
vador que recorre las curvas en dirección de la integración (dirección 
positiva). 


Obsérvese que la tesis del teorema es trivial cuando el recinto G 
os simplemente conexo, puesto que en este caso todas las integrales 
en la igualdad (2.5:1) se anulan. 

Para demostrar el teorema en el caso general, tracemos en el 
recinto G unos arcos de Jordan rectificables $;, 85, .. ., бл, бара 
que unan consecutivamente un punto 2, de la curva Г соп un punto 
С. de la curva үү, luego, un punto т + б, de la curva y, con un punto 
La situado en la curva ya, ete, finalmente, un punto 2, de la curva Ya 
con un punto фу = 2, de la curva Г. Por lo general, estos arcos sal- 
drán parcialmente de los márgenes del recinto g. Pero siempre pueden 
sustituirse por otros arcos: бу, ёг, .. ., On+: que, a excepción de 
sus extremos, pertenecen por completo al recinto g (fig. 53). Con 


$ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 244 


este fin, os suficiente, por ejemplo, señalar en el arco ё;, recorrido 
en la dirección desde el punto 2, € Г hacia el punto £, situado en ya, 
su último punto de intersección con Г y su primer punto de inter- 
sección con үү. La parte del arco ё; comprendida entre los puntos 
indicados será cl arco бу que se necesita. Del mismo modo se obtienen 
también ӧз, .... дла. Por lo general, arcos distintos бф, y Ôm 
(k = m) pueden tener puntos de intersección. Pero siempre pueden 
sustituirse por otros arcos que satisfagan a las condiciones impuestas 
y carezcan de puntos comunes dos a dos. Aquí no nos detendremos 
en esto, dejando realizar al lector los razonamientos necasario: 
Los puntos iniciales y finales de los arcos бу, ёз, . . ., 8/4; divid 
rán a cada una de las curvas Г, үн, . . -, Ya еп dos partos, que desig- 
naremos con la misma letra que la curva entera, pero con una o dos 
rayitas por encima: Г’, T", үз, үү ‚ үз, үл. Consideraremos que 
el origen de los arcos Г” y Г” es el origen 2, del arco $, y ol extromo. 
el extremo фу del arco ё, 1; el origen de los arcos y, y 7; será el 
extremo $, del arco б, y el extremo será el origen z, del arco ёз, etc; 
finalmente, el origen de los arcos y; y ул será el extremo £, del arco ôn 
y el extremo será el origen 2, del arco ё, зу. Los arcos Г”, Г”; 
Yie Yii- - -i Ym Ym forman conjuntamente con los arcos бү, бу, 


ШАГ 


Y 
г? 


‚з, Öns dos curvas rectificables de Jordan cerradas. Por ejemplo, 
ina de ellas A” estará formada рог los arcos Г”, —б„уу, y, 
món: ++ рр бз, mientras que la otra, A” por los arcos —1” 
бө уз... 


+ б, үз 

Dohido a Ta construcción, Jos Interiores de las curvas A’ ES 
estarán situados en el recinto g y, por consiguiento, pertenocerán 
al recinto С. Por lo tanto, puede aplicárseles a éstas el teorema 
integral de Cauchy: 


ўл а=0 y ўл а-о. 
х ES 


Sumando término a término las igualdades obtenidas y observando 
que las partes de las integrales sobre los arcos ôa y —б, (К = 1, 
2,..., п + 1) se eliminan entre sí, mientras que las partes de las 
integrales sobre los pares de arcos Г”, a Ya 


dan las integrales $ / (2) ds, jro #4, ..., | /(2) da, obtenemos: 


fiO dt [rott f fada 


“ n 
o bien, 


{ло а= f fdat.. f O dz 
T т, Ya 

Este es el resultado que se necesitaba. 

as 
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2.6. Consideremos una función uniforme f (2), analítica en un 
rocinto G simplemente conexo. Sea 2, un punto fijado del recinto 
G y L’ y І”, dos curvas rectificables situadas en este recinto que 
unan el punto 2, con un punto arbitrario z del recinto G. Si se supone 
que Zo es el punto inicial y z el punto final de las curvas £’ y L”, en- 
tonces las curvas L’ y —£” formarán conjuntamente una curva 
rectificable cerrada, sobre la cual la integral де f (z), debido al 
teorema integral, tendrá que serigual a cero. Pero esto significa que 


[1609 d+ \ /@4=0, 
A 


2л, 


es decir, 


{а= [10 а. 
га га 
Así, pues, el valor de la intogral de una [unción analítica / (2) 
no depende de la curva sobre la cual se efectúe la integración (dol 
camino de integración), sino que dependo sólo de los puntos inicial 
y final de la misma. Por esta razón, para designar la integral se 
puede emplear la notación 


{ 76) da, 
i 
omitiendo la indicación del camino de integración y señalando sola- 
monte los puntos inicia) у final zo y 2. 
Como el punlo z, está fijado, esta integral representa nna fun- 
ción uniforme de 2: 


ra= f 102) dz. 


Demostremos que ésta es una función analítica en el recinto G 
y que su derivada es igual a la función subintegra] 


F" (2) = f (3). 

Como la función f (z) es continua se puede trazar un entorno U 
del punto z de modo que, on primor lugar, este entorno pertonezca 
al recinto G, y, en segundo lugar, para cualquiera de sus puntos $ 
se cumpla la desigualdad. 

И @—/@!<. 
Designemos modinnte y alguna curva rectificable que una zp y = 


рог el ¡uterior del recinto б, y mediante б, el segmento rectilíneo 
que una el punto z con un punto arbitrario £ del entorno indicado. 
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Entonces (designando la variable de integración con la letra 1), 
tendremos: 


FOF a= f 104 і 10 d= f 140) dt 
Y > 


[оа 
E) — 2 
ЫЕ (922 _ 


Es 
[удао f а f VOIO 
® == 


=r T=z 


Pero para todos los puntos t€8, se tiene: 


@—1(@)|<; 
por consiguiente, 
= 6) de x 
TIARE T 9 1918 | Чу" 


= г 


= =: (ЕН) 
Como e es arbitrario, de la última desigualdad se deduce quo 
im ERTE (у, es decir Р” (2) = / (2), 
e 


que es lo que se quería domostrar. 

Llamaremos, сп general, a una función Ф (2) primitiva do la 
función f (2) on el recinto б, si Ф (z) es analítica ón el recinto G 
y Ф” (2) = f (2). De lo demostrado se deduce que la integral Р (z) = 

А 


“s \ 1 (z) dz es una primitiva de f (2). 


do 
Demostremos que cualquier primitiva de f (z) puede expresarse 
en la forma 
А 


(= fade, 


zo 


donde C es cierto número complejo (constante arbitraria) 
En efecto, sea 


Ф@— | /(@ 4=и (е, y+ ive y= (а). 


Entonces tendremos: 
Ф (0) = 07 (0) a=. 
16% 
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Por otra parte, 
7 du, ¿do _ д _,д 
CO 


Por consiguiente, 


en el recinto G, y como u(z, y) у v(z, y) son funciones diferen- 
ciables de х e у, se tiene: 
ибт, у) = С, y v(z,y)=Ca 
o bien, 
p =C, +i =C. 
Así, pues, 


Фе) = | d+c, 


como se quería demostrar. 
Poniendo aquí 2 = Z, obtenemos: 
D (2) =С. 
Por consiguiente, 


{л а=Ф (0) —0 (1) 
» 


Hemos obtenido la expresión de la integral de una función 
analítica de variable compleja mediante una primitiva arbitraria 
de f (2). De aquí se deducen numerosas fórmulas para las integrales 
de las funciones elementales, que tienen la misma forma que las 
fórmulas correspondientes para las funciones de variable real. Así, 

2 


лы ¿nel 
na 


TS (п ез un número entero, diferente 


por ejemplo, $ d= 
de —): “ 
| expzdz =expz—exp z; 


do 
2 


} соз zdz = sen z— зеп zp; 


і 


| зеп 242 = созт, сова, 


dy 


tte. 
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2.7. Supongamos ahora que G es un recinto que no es simplemente 
conexo y que f (2) es una función uniforme y analítica en este recinto. 
Fijando algún punto де de este recinto, consideremos dos eurvas recti- 
ficables L” y L” que unan го con un punto arbitrario z del recinto G. 


Goneralmente, no se puedo afirmar que las integrales | 10) de y 
2 


{ / 6) dz sean iguales entre sí. 
pe 

En electo, tal afirmación sería equivalente a decir que la inte- 
gral de f (z) sobre la curva cerrada Z’ — L” es igual а сого, cosa 
que para las curvas pertenecientes a un recinto múltiplemente 
conexo, puede no cumplirse. 


Designando como anteriormente la integral | Y (2) de, tomada 
ї 


а lo largo de la curva que une los puntos лу y z, mediante | Fa) dz, 


lo 
podemos considerarla de nuevo como una función del límite supe- 
rior de integración: 


f 10) dz=F (2). (2.7:1) 
А 


Pero esta vez la función F (z) será multiforme (puesto que sus 
valores, por lo general, variarán conjuntamente con el camino de 
integración). Cerciorémonos de que en cualquier recinto р simplemen- 
Le conexo, perteneciente a G, se pueden elegir ramas uniformes y con- 
tinuas de la función (2.7:1), que serán en este recinto diversas primi- 
tivas do / (2) y, por consiguiente, se diforenciarán una de otra en 
constantes aditivas. Con este fin, fijemos uno de los valores de гч) 
en cierto punto z, Є g, es decir, fijemos un camino de integración 
que una Zo y z; en el recinto G, e integremos después ў (г) sobre todas 
las curvas rectificables 2 posibles, que unan dentro del recinto g 
ol punto z; con todos los puntos posibles de este recinto. Oblendre- 
mos el valor de Ё (2) еп la forma 


P()= { 102) d+ f f (2) dz 
Ё 1 


El segundo término del segundo miembro de esta fórmula es 
la integral de la función uniforme y analítica f (z), tomada sobre 
la curva 1, perteneciente al recinto simplemente conexo g que une 
z, y 2. Según el ap. 2.6. ésta es una función uniforme de z, que repre- 
senta una de las primitivas de f (z) en el recinto g. 
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Hagamos 
| 12=0e(). 


7 


Entonces tendremos una rama uniforme de la función F (z) en el 
recinto g de la forma siguiente: 


Рау= f Fi d+p(). (2.7:2) 


Aquí, el primor sumando representa uno do los valores de F (2) 
un el punto 2, €g. Variándolo de todos los modos posibles, obtendre- 
mos distintas ramas uniformes de la función F (2) en el recinto g 
que, por lo tanto, se diferenciarán una de otra en constantes aditivas 
y serán distintas primitivas de f (z) en el recinto g. 

Obsérvese quo los valores de las ramas (2.7:2) obtenidas agotan 

А 


todos los valores posibles de la integral } / (z) dz sobre todas las 


а 
curvas del recinto G que unen el punto 2, con un punto arbitrario z 
del recinto g. En efecto, sea A una curva rectificable arbitraria del 
recinto G que una 2, con 2, y sea À cualquier curva rectificable dol 
to g que una 2, con 2. Entonces, tendremos: 


[104-5100 1000+ [100 $ 1004 [1000 


Aquí А (—2) es una curva rectificable del recinto G que 
une ж con 21; designémosla соп L. La integral $ 1 (o) dz os el valor 


ES 
de la función ф(г) en el punto z. Por lo tanto, 


Гле а= {ла 
A р 


os decir, cualquier valor de la integral | / (2) dz coincide con el 
а 
valor еп el punto z do una de las ramas uniformes (2.7:2). 
Supongamos, por ejemplo, que G es el plano del спа] se han excIni- 
do los puntos 0 y оо, y f (2) = 2. Tomemos por recinto simplemente 


conexo g, por ejemplo, el plano del cual se ha excluido la parte no 
positiva del eje real: z < 0, y = 0; sea, finalmente, zı = д = 1 
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Entonces tendremos: 


ra=|E+o( donde po) = [E 
1 


y la integración se efectúa sobre curvas situadas por completo en el 
recinto g, mientras que L es una curva rectificable cualquiera del 
recinlo G que comienza en el punto zo y termina en el punto 2, = 
= Zo, es decir, es una curva reclificable cerrada. 

Según el ap. 2.6, q (2) se expresa mediante cualquier primitiva 


Ф (2) de la función L en el recinto g por la fórmula 


Ф (2) = Ф (2) — Ф (1). 
Se puedo tomar por primitiva cualquier rama uniforme del logaritmo 
en el recinto g, por ejemplo, la rama que toma el valor 0 en el punto 
z= 1. Esta rama representa el valor principal del logaritmo: 
Ф (2) = 21а |2| 4 атр. 
Por consiguiente, 
Фф (2) = Ф ()—0 (1)=In2 


> dz 
F(= f E4 ina. 
Ў 
Tomemos рог L la circunferencia unidad y, recorrida л veces 
en la dirección positiva o negativa. Como al recorrer una vez en 


la dirección positiva la integral correspondiente es igual a 2ni 
(véase el ejemplo 3 en el ap. 1.3), resulta 


[ho Гаара ра) ¿ta 


ny X 


y obtenemos: 
К) 
Aquí п es diferente de cero; si se loma por 2 alguna curva recti- 
ficable de Jordan cerrada del recinto G que no contenga en su interior 
al origen de coordenadas, entonces a la integral { 2 puede aplicár- 


nz + 2плі. 


selo el teorema integral у obtenemo 


{т 0. Así, pues, como 


valoros de la integral f 25 puedo resultar cualquier entero múltiplo 
t 
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de 2ni, y obtenemos definitivamente las siguientes ramas uniformos 
de F (2) en el recinto g: 
P()=In24+2kxi  (k=0,+4,+2,+3,...). 
Como la curva cerrada Z del recinto G, que pasa por el punto 1. 


y la curva Z que une el punto 1 con el punto z del recinto g, forman 
conjuntamente una curva rectificable del recinto G, que une 
2 


1 con z, en lugar de F (z) se puede escribir simplemente { E EI segun- 


1 
do miembro de la fórmula da todos los valores del logaritmo Ln z 
en el punto z. Por consiguiente, 


4 
{ 2-а: (Eg). 
1 
Aquí vemos que todos los valores de Ln z en cualquier punto z 
del recinto g pueden obtenorse integrando la función + a lo largo 


de las curvas correspondientes del recinto G, que se diferencian entre 
sí рог la cantidad y dirección de recorridos alrededor del origen 
de coordenadas. 

En este ejemplo los puntos de la parte negativa del ojo real 
pertenecían a la frontera del recinto g y por esta razón se excluían 
Sin embargo, en lugar del recinto g se podría haber tomad: е 
to g’ cuya frontera сз, por ejemplo, la parte no positiva del eje 
imaginario: y < 0, х = 0, pudiendo repetir los razonamientos 
precedentes. De nuevo obtendríamos el conjunto de ramas uniformes 


do la integral | E, que coincide en g’ con todas las ramas uniformes 


1 
del Ln 2, En otras palabras, 
2 
pe Lnz (262). 
1 


En este caso los puntos de la parte negativa del eje real serán 
puntos interiores del recinto g’ y no se excluyen. 

Temos verificado ahora que en cualquier punto finito del pla- 
no z, distinto del origen de coordenadas, todos los valores de Ln z 


pueden obtenerse en forma de la integral do la función +, tomada 
sobre cierto camino rectificable que una los puntos 1 y 2. Por 10 
tanto, la multiplicidad del logaritmo encuentra su significado en la 


multiplicidad de la integral, que puede tomar diferentes valores 
a lo largo de distintos caminos que unan 1 con г. 
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A todo lo dicho hay que agregar aún que todas las ramas nniformes 
A 
de la integral { < (en los recintos del tipo g, g' u otros subsecin- 


1 
tos simplemente conexos del recinto G) se agotan con las ramas res- 
pectivas de Ln z. 


FIG. 54 


Para precisar, consideremos el caso del recinto g. Todas las 
z 
ramas uniformes de È # so expresan en este caso por la fórmula 


(2.7:2), que toma la forma: 
(а de 
(= f +12, 
1 i 


donde L es una curva reclificable cerrada arbitraria del recinto G, 
que pasa por el punto 1. Para obtener lo que se afirma hay que demos- 


trar que la integral [= para cualquier curva rectificable corra- 


da L, ез igual a wn entero múltiplo de 2x4. Limitémonos a estudiar 
un caso particular, que aclarará suficientemente la esencia del 
asunto, Sea Z la curva cerrada representada en la fig. 54. Agreguemos 
а L los arcos auxiliares AB, AC, AD y AE, recorridos cada uno 
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dos veces en oa opuestas. Resulta: 


ELA, Le Lo 


ACEDA АРЙЕА AÑCA 


Aplicando a cada una de las cuatro curvas cerradas, sobre Jas 
cuales se toman las primeras cuatro integrales del segundo miembro, 
y a la circunferencia y con el centro en el origen de coordenadas, el 
teorema integral para el caso de un sistema de curvas (en el caso 
dado, de un sistema de dos curvas), obtenemos: 

de 


f E 20142004202 + 


L AECA 


4 


Оһзёгу‹ 


е también que la integral f Æ, en virtud del teorema 


akea 
integral de Cauchy, es igual a cero. Por consiguiente, 


үт 2.2mi. 


2 


Hemos obtenido un entero múltiplo de 2лі, Evidentemente, el 
razonamiento hecho es de carácter general. 
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3.4. Sea f (2) una función uniforme y analítica en el recinto G y sea 
L una curva rectificable de Jordan cerrada, perteneciente a este recinto 
conjuntamente con su interior g. En estas condiciones se verifica la 
siguiente fórmula (que es la fundamental para toda la teoría de las 
funciones analíticas): 


1@= La бє. (34:1) 
1 


Esta so llama fórmula integral de Cauchy, 
y la integral que figura en el segundo miembro, integral de 
Cauchy. Para la integral de Cauchy son característicos dos 
síntomas: 

1) ésta se loma sobre una curva rectificable de Jordan cerrada Л} 


2) la función subintegral es de la forma nÈ (ol factor 51. 
so заса [uera de la integral), donde f (2) es una función analítica 
en un recinto al cual pertenece la curva Г, conjuntamente соп su 
interior. 

Para demostrar la fórmula (3.1:1) describamos desde el punto z, 
como contro, una circunferencia yẹ de un radio p tan pequeño que 
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quede contenida en el interior de L. Consideremos la función y (£) = 
- ¿2 como una función de $ en el recinto G’ que se obtiene 
de G excluyendo el punto z. Evidentemente, q (£) está definida en 


todo el rocinto С” y, como el cociente de dos funciones derivables, 
os derivablo. 


Apliquemos a la función q (¢) y a las curvas L y Ya el teoroma 
integral para un sistema de circuitos. Resulta: 


om d= [ed 
Й a 


o bien, 
10 104 3.1:9 
кс кс (84:2) 
E 


La fórmula (3.4:1) quedará demostrada si conseguimos verificar 


la relación 
J422 = mite). (34:3) 
Yo 


Por lo tanto, en lugar de la curva dada 2 podemos considerar 
еп la demostración do la fórmula (3.1:1) una circunferencia de radio 
arbitrariamente pequeño p con el centro en z. 

Como de la fórmula (3.1:2) se deduce que el valor de la integral 
| AEF no varía al disminuir ol radio, se бепо: 

Yo 
[LOR tim f 498 
EE рш; 6—2 ы 


Yo о 


y, por consiguiente, en vez de demostrar (3.1:3) ез suficiente 
verificar la igualdad 


lim { LOA „2л (2), (3.4:4) 
р-+0 ГА $3 


es decir, demostrar que para cualquier е2> 0 existe un б (е) 2 0 
tal que para p< ô(e) se cumple la desigualdad 


|| {2 —эш®|<е. (31:5) 
тр 
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Observando que $ 2 (véase el ejemplo 3 del ap. 1.3), 


+ 
representemos la expresión del primer miembro de la fórmula 
(3.1:5) еп la forma 


| Eo- [48510 8,1-1 деа]. 


Como f (2) es continua, el módulo de la diferencia |7 (0) — / (2) 1 
puede hacerse menor que = si |E—2|=p<58(e). En estas 
condiciones Lendremos: 


| | EE d5—2m (2) <-.эло=е, 
АЫ г 


con lo cual se termina toda la demostración. 

Al aplicar la fórmula de Cauchy (3.1:1) hay que tener presente 
las condiciones en las cuales se demostró y, en particular, hay que 
recordar que el punto z tiene que pertenecer al interior dol circuito L. 
Si en la integral de Cauchy se pone algún punto z perteneciente al 
exterior del circuito L, ésta se anula. En efecto, si el punto 2 está 


situado en el exterior del circuito Z, entonces la función 1, con- 


siderada como función де $, es derivable en todos los puntos del 
recinto G (a excepción, posiblemente, del punto $ = 2), y como la 
curva L conjuntamente con su interior pertenecen a este último 
recinto, según el teorema integral de Cauchy, la integral de (р (2), 
tomada a lo largo de L, tiene que ser igual а cero. 

En resumen, 


ШӨЛҮ Ж 


Zai ) ы-і 
L 


si z pertenece al exterior del circuito L. 

Sea z un punto arbitrario del recinto G y sea yp una circunferencia 
do radio p con el centro en este punto y contenida en el recinto con- 
juntamente con su interior. Según la fórmula (3.1:1), se tiene: 


10-422. 


g 


Yo 
Como la ecuación de la circunferencia yp es 
E=z+pet (050<2а), 
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la fórmula precedente puede transformarse a la forma siguiente 
(véase la fórmula (1.2:5): 


A уезере%.ре бб _ 
Zu pe => 
Ш 


2л 
1 


э | f @-Ере'бу dð. (3.1:6) 


ға) 


El enunciado de esta última fórmula dice: el valor de una fun- 
ción analítica en cualquier punto del recinto G es la media aritmética 
(el promedio) de sus valores, tomados sobre cualquier circunferencia үр 
con el centro en 2. 

Hagamos la notación 

maxl/()1=M (9). 


Л 
Entonces, де la fórmula (3.1:6), tendremos: 
76) <M (о). (3.4:7) 
Como la función f (0) es continua en la circunferencia yo, el 
valor M (р) se alcanza en algún punto de esta circunferencia. Como 
su radio puedo tomarse lo más pequeño que se quiera, de la desi- 
gualdad (3.£:7) so deduce que en cualquier entorno del punto z € G 
existirán otros puntos сп los cuales el módulo de la función analí- 
Иса será no menor que su módulo en el punto z. Por lo tanto, el 
módulo de una función analítica en el recinto G no puede tener un má. 
ximo estricto en ningún punto del recinto. Tal es el contenido del 
denominado principio del módulo máximo, que lo completaromos 
esencialmente más adelante (ap. 6.2) demostrando quo, si 
1 (2) = const, el módulo máximo no estricto tampoco puedo alcan- 
zarse en un punto interior del recinto. 
3.2. En la teoría de las funciones desempeña un papel importanto 
una generalización de la integral de Cauchy, denominada in to- 


gral de tipo Cauchy. Así se llama la integral de la 
forma 


21 { 294. (8.20) 


donde Г es alguna curva rectificable (no necesariamente cerrada), 
(E) es una función continua en Г, y 2 es un punto no situado cn I 
Evidentemente, la integral de Cauchy es un caso particular de la inte- 
gral de tipo Cauchy. Precisamente la expresión (3.2:1) se convierto 
en integral de Cauchy si se cumplen las condiciones 1) y 2) del 
ар. 3.4 


Veamos algunos ejemplos de integrales de tipo Cauchy que no 

son integrales de Cauchy: 

a) £ f Lad 
2ni 


22 


254 CAP. ШІ INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


donde f(2)=*0 es una función de variable real, continua en un 
segmento б del eje real, sobre el cual se toma la integral. En 


de 


z= 


particular, señalemos la integral de tipo Cauchy zty | 
+ 
a dl E оа ES 
E mas > 

Proponemos al lector explicar en cada uno de estos ejemplos 

por qué la integral correspondiente no es integral de Cauchy. 
Evidentemente, la integral de tipo Cauchy determina una fun- 
ción uniforme F (z) en todo recinto G que no contenga ningún punto 
de la curva Г. Demostremos que esta función posee derivadas de orden 
cualquiera (es decir, оз infinitamente derivable) en el recinto б. 
y que su derivada de cualquier orden n puede obtenerse derivando n 

veces la función subintegral respecto de z: 


pan n! Ф чо 
к?" (a) = za 9%. (8.222) 


La demostración la haremos por inducción. En virtud de la 
definición de la función F (z) = Е“) (2), la fórmula (3.2:2) es válida 
para п = 0 (recuérdese que O! = 1). Supongamos que la fórmula 
(3.2:2) ya está demostrada para un entero л no negativo, y demos- 
trómosla para n + 1. La demostración se hará calculando directa- 
mente la derivada de Р" (2), es decir, hallando el límite: 

EM (2) Е (a) 
Py 


lim 

ra 

Tomemos un círculo cerrado k: |z" — z | < p, perteneciente al 
recinto G. Sea $ 2 0 la distancia entre su circunlerencia y la cur- 
va Г. Supongamos que К: |z | < R es un círculo con el centro en 
el origen de coordenadas que contiene en su interior tanto al círculo 
k como a la curva F. Para un punto z” Є k, se liene: 


К (a)! — po (a) 


о bien, haciendo ¿— 
=t—h; 


FM (e-h) F(z) пі ор... y 
Ћ = злі \ 9 гата 
і 


(3.2:3) 
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Queremos demostrar que la expresión (3.2:3), cuando В—>0, 
tiende a un límite igual a 


+1 q $ 
O 
} 


Consideremos la diferencia 


FO (64h) Еч (2) 
Aen aya 

TAN O HH ау AH 

к ЛЕ © тигу = 


nl h th) H tH h) th). HRH- CA h)" 
-jo e ааа це А-НИ a, 
\ 


(8.2:5) 
En nuestras condiciones 


2R>|t|=|1—2|>0, 2R>|t—h|=|b—| 2 ò. 
Supongamos que м =тах|ф(@| y que % es la longitud de F; 


de (3.2:5) obtenemos: 


| FW) (24 h)—F0D (2) wo |< 


lhg  (2ну®--2(2лу°-+3(2ну"--... year: 
Ea y CMA ал” узе" +091) 020)" ә 
Pero, evidentemente, el segundo miembro tiende a cero cuando 
h—>0. Por consiguiente, 


овна. КеП 


lim = Ее) =p (д) = CE 5%. 


һо 


соп lo cual se termina la demostración. 
Del teorema demostrado se deducen unas consecuencias impor- 
tantes: 


a) Toda función de variable compleja, analítica en un recinto G, 
es infinitamente derivable en este recinto. 


En ofecto, зоа / (2) una función analítica en el recinto G; supon- 
gamos que zo es algún punto, de este recinto y que y es una сігсипіе- 
rencia соп el centro en el punto zp, perteneciente al recinto G conjun- 
tamente con todos sus puntos situados en el interior de y. 

Aplicando a f (2) y a y la Peras integral de Cauchy, obtenemos: 


9) =: aj La. (3.24) 
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Así, pues, f (z) se representa en el interior de y por la integral de 
Cauchy (y, por lo tanto, por la integral de tipo Cauchy). De aquí, 
por lo demostrado anteriormente, se deduce que / (z) es indefinida- 
mente derivable en el interior de y y que 


O= | шт 


ad 
Y 


Claro, en los razonamientos expuestos, en lugar de la circunferen- 
cia y se podría haber tomado una curva rectificable de Jordan cerrada 
arbitraria L, perteneciente al recinto G conjuntamente con su inte- 
rior g. Entonces, para cualquier punto z € g tendremos: 


(3.2:7) 


” n! р 
mo a m5, (8.2:8) 

b) Las derivadas de cualquier orden de una función ў (2) que es 
analítica en un recinto G, también son analíticas en este recinto. 

listo se deduce de que, según lo demostrado, cada función 
J0 (2) es derivable en ol recinto б. 

с) Tuorema de Morera. Toda función f (2), uniforme 
y continua en un recinto simplemente conexo G, tal que la integral 
de f(z) tomada sobre cualquier circuito triangular А, situado en el 
recinto, es igual a cero, es analítica en este recinto. 

De las condiciones del teorema se deduce que la integral de 
$ (2) sobre cualquier circuito poligonal, perteneciente al recinto G, 
y luego, sobre cualquier circuito rectificable cerrado, es igual 
а сого (compárose con la demostración dol teorema integral de 
Cauchy). Por Jo tanto, el teoroma de Morera es el recíproco del 
teorema integral de Cauchy. 

Para demostrar el teorema examinemos la integral 


į 1(2)d:=" (2). 


En virtud de lo dicho, ésta representa una función uniforme en el 
recinto G y pueden aplicarse todos Jos razonamientos del ap. 2 
egún los cuales Ё (2) es una fun 
de con f (2): 


п analítica, cuya derivada coinci- 


Е' а) =1(%- 


Pero acabamos de ver que la derivada de una función analítica 


también es analítica. Así, pues, f (z) es una función analítica y con 
esto se termina la demostración. 


4) Volvamos a examinar la fórmula (3.2:7) y hagamos en ella 
2 = zo (Zo es el centro de la circunferencia y). Si p es el radio y 
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y M (р) = max |7 (2) |, entonces рага el módulo de la derivada 
de orden п en el punto 20 resulta la siguiente cota: 


у 1 М (р) 1M (р) 
1/° (a) Г аре 2лр EA. 


Evidentemente, oste resultado es válido también рага п = 0 
(en este caso зе obtiene la desigualdad conocida (3. 


Así, pues, en cualquier punto z del recinto G se verifican las 
desigualdades 


р ша (0=0,1,2,...). (8.2:9) 


Aquí р designa el radio de una circunferencia arbitraria y con ol 
centro en el punto z, contenida en el recinto G conjuntamente con 
todos sus puntos interiores, y M (p ) es el máximo del módulo de la 
función en y. Las desigualdades (3.2:9) desempeñan un papel capi- 
tal en la teoría de las funciones. Estas se llaman desigual- 
dades de Cauchy. 

La cota dada por las desigualdades (3.2:9) para п y z dados, 
deponde de la magoitud p, que so puede tomar arbitrariamente 
entre los límites 0 < р < A, donde А es la distancia desde el punto z 
hasta la frontera del recinto б. 

Cuando зе necesita una cota más exacta, se busca el mínimo de 
la función %9 y so toma precisamente tal valor de р para ol 
cual esta función tome el valor mínimo. Para ilustrar esto, suponga- 
mos que С ез el círenlo unidad | 2 | < 1, y quo el punto z en el cual 


se acotan las derivadas es el centro del círculo 2 = 0, y, finalmente, 
que M (p) = max | f (2) | satisface a la desigualdad 


ер 
4 
M (0) <75; 
Entonces, por la desigualdad (3.2:9), so tiene: 
т = 1 
VO sti (0р1), 


y para obtener la cota óptima se debe buscar el mínimo de la función 
туре, 9 50, el máximo de la función (1 — p) р" en el intervalo 
(0, 1). Aplicando las reglas corrientes del cálculo diferencial halla- 


remos que el extemo buscado se alcanza para р = E 7 y es igual 


а (041) (142)' <e(n + 1). Por consiguiente, para cualquier 
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n=1,2, 3, ... se tiene: 
14% (0)|<e(n+ 1)! 


En el caso particular, [cuando 1m= 5 (esta función es 


analítica en el círculo unidad, y para ella M (p) 
te un cálculo directo obtenemos: 


MO y /”бу=м. 


1 i 
=). ‚ median- 


La importancia de las desigualdades de Cauchy consiste en que 
pormiten señalar cotas para las derivadas de una función analítica 
(no importa que scan elevadas) basándose en el solo conocimiento 
del valor máximo del módulo de la función M (p). 

Fijando p < A en las desigualdades (3.2:9), oscribámoslas on 
la forma 


y E e YMO 
2 ш. эр. ык ia 
Como lim 3 27 (0) = 1, de aquí so deduce que 


E 
P 


(la notación Tim dosigna, como ordinariamente, el límite suporior 
de una sucesión de números reales). 

Como en esta desigualdad en lugar de p se puedo tomar cnal- 
quier número positivo menor quo A, pasando al límito cuando 
р = A obtenemos: 


my Ped 3.2: 
At у LL. (8.2:10) 

Esta desigualdad, denominada desigualdad de Cau- 
chy-Hadamard, muestra quo la magnitud А, que deponde 
do los valores do las derivadas de la función analítica en un punto 
del recinto G, está ligada con la distancia А desde este punto z hasta 
la frontera del recinto, Esta ligazón se expresa en que el número А 
no puede sor grande allí donde А es grande, es decir, donde la fron- 
tera del recinto de analiticidad dista mucho del punto z. En parti- 
cular, para las funciones enteras, es decir, para las funciones que 
son analíticas en todo el plano, donde el único punto frontera del 
recinto ostá en el оо, А = оо para cualquier punto del plano y, por 


consiguiente, | = 0. Por esto, para las funciones enteras, en cual- 
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quier punto del plano se tiene: 


lim 

sico 
Como ojemplo, tomemos f(z) = expz. Aquí /™ (z) = exp z 
para cualquier п, y, por consiguiente, [70% (2) | = | exp z | = еб. 


Por otra parte, 


к= [5] (la parte entera de $ 


nl>n(n—1)...(n—=k 11) > y Ук 
tanto, 


x 
AL —_0 para лоо 


Empleemos el hecho, demostrado en el presente apartado, de 
que la derivada f’ (2) de una función analítica os tambión analítica y, 
por consiguiente, continua, para obtenerla regla desustitu- 
ción de la variable en las integrales 
de las funciones complejas 

Supongamos que f (z) es una función analítica en el recinto G 
y sea Г, una curva rectificable, situada en este recinto. La función 
w = f (2) transforma la curva L оп una curva Г que también es recti- 
ficable. En efecto, si z = А (0), ® < t < B, ex la ecuación de la cur- 
va L, entonces la ecuación do la curva 1 tendrá la forma 

w= f (A (0). 


Considerando una partición arbitraria del segmento [ж.р] por los 


puntos = 0, t ..., n= y haciendo 2,=2(1), w= f1% (0) 
hallaremos: 


жй 
S lts w 
ре] 
ms лы m1 nt 
=3|/ | тах Olg f 1de|<max|f (01008. L 
PLN ша: Al, 


de donde se deduce que la curva T es rectificablo. 
Demostremos que para cualquier función Ф (ш), continua en Г, 
se verifica la fórmula i 


| Фе)ав = | Ditata) а. (3.240) 


17. 
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que expresa la regla de sustitución de la variable bajo el signo inte- 
gral. 
Para demostrarla, consideremos las sumas integrales cuyo lími- 


te es igual a la integral | 0 (o) aio. Se tiene: 


т 

ai n-i эн 
Dow (0—0) = Jore | 7 0. 
T ° 2 


Por otra parte, la integral | Ф717 (8) 4: puede representarse 
1 


пан 
eu la forma У) \ Ф [f (2)17' (2) dz, y, por consiguiente, 
vz 
nt 


Y 0 (0) (0,40) f DIN (E) а= 
g 


y 


mides 
=J | (WENDO e) as. 
з; 

Con una partición 40] segmento [«, В] suficientemente menuda, 

todas las magnitudes 
max |OD 
бын 

se pueden hacer menores que cualquier g. Haciendo luego la 
notación М = тах |77 (6) |, obtenemos: 


nte 
[3 | Erro), | 
> 2 
пы 
<M: Y, f |dz| < Me-long. L, 
Ө, 


por consiguiente, las sumas integrales 


mi 
Ў ФИ} w оао 
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tienden al límite 
Fora еа, 


i 


cuando la partición del curva Г disminuye indefinidamente. 
De aquí se deduce la igualdad (3.2:11). 


Aquí nos dedicaremos al problema de los valores [rontora 
do la integral de tipo Cauchy. Los rosultados fundamentalos roforentes a esto 
fuoron obtenidos por ol matemático ruso Y. Sojotski en el año 1873 *). Esta 
cuestión, on las hipótesis más generales respecto de la curva (que se supone rec- 
tilicablo) y de 1а función (que so supone sumable en el sentido de Lebesgue), 
so estudió en los trabajos У. Gólubiov y Priválov **). 

En las obras do Musjolishvili y su escuela so han tratado las aplicaciones 
de la intogral_do tipo Cauchy a los problemas de mecánica y sobre todo a la 
teoría do la elasticidad ***). 

1 ера 


Supongamos primero que P (8) = | 2 


es una integral de Cauchy. 


Entonces, en el recinto g que es interior a la curva Е, # (z) coincido con f (2), 
la cual es analítica en todos los puntos de un recinto G gue contiene а L y a g 
Por esto, si Lo es algún punto de Z, ontonces F (z) = f (z) tiende al límite / (0) 
cuando z tiende а £a por el intorior de L. En el exterior a Z la integral de Cauchy 
eg anula (баз el ap, 3,1); Por osta razón. cuando z tiendo ol punto Lo jantenién: 
dose on el exterior de la curva Z, la integral de Cauchy tiende al líanito сего. 

En resumon, para la integral de Cauchy, en cada punto {о de la curva L 
existen valores frontora, iguales a / (to) por el interior а L e iguales a 0 por el 
exterior а L. 


Consideremos ahora la integral do tipo Cauchy af 0 dk bajo 
? 


las siguientes hipótesis particułaros: 


*) Об определенных интеградах n фушкцилх. употребляемых при 
разложониях в ряды. Сочипспио Ю.С о x o u x o r o, СПб, 1873 (Y.S 0j ot- 
в k i, Sobre las integrales definidas y las funciones que se emplean on los desa- 
erollos оп series). 


**) 4. B. В. Голубев, Одиозначные апалитическпе фупкцип 0 со- 
вершепптым мпожоством особых точек, M., 4916 (V. G бї bio y, Funciones 
uniformes analíticas con un conjunto perfecto de puntos singulares). 

2. И. M. Привалов, Интеграл Cauchy, Саратов, 1919 (I. Priv á- 
lov, Integral de Cauchy). 

3. M. M. TI ри ва л оп, Гранпчпые свойства одиозпичпых аналитических 
ymai, Гостехиздат, 1950 (I. P riv á Lo y, Propiedades do frontera de las 
funciones uniformes analíticas). 

пета М, Musiolishvili. Applications des Intégrales analogues 
à golles de Cauchy à quolques problémes de la physique mathématique. Till, 

2. H. M.Mycxoanus uan, Cuuryaapmo питегральпые"урарнокия 
(Граничные зидачп теорип функций п пекоторые их прпложония K `математи=- 
ческой физике), M., Флзматгиз, 1962 (N. Musjolishvili, Singular 
integral equations. Boundary problems of function theory and thoir application 
to mathematical physics Dep of supply and Development, Aer. Res, Lab., 
Melbourne, Australia, 1949, Noordhoff, Groningen, 1953). 
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a) TS una curva rectificable de Jordan, 
b) la función q. (2) es analítica en cierto entorno de cada punto de la curva y. 

Demostremos que on estas condiciones también oxisten dos valores fron 
tera de la integral on cada punto 5, € y, distinto de los extremos do Z. A dife- 
rencia del caso de la integral de Cauchy, estos valores no so expresarán directa- 
mente medianto q (55), No obstante, la diferencia de ellos en el punto o será 
igual a q (to) (tomando adecuadamente uno de ellos рог minuendo y el otro 
por sustraendo). Por consiguiente. aquí se observa la misma foy qui en el саво 
Че lo integral de Cauchy, dunde la diferencia entre los valores Frontera intorlor 
y exterior ов igual a f (Lo) — O = (bo). 

Para la demostración, tomemos un entorno U del punto Lo, de modo que 
1а función їр (2) sea analítica en U, y tracomos una circunferencia С сов el centro 
en фа, contenida en U y de na radio tan poqueño que entre los puntos de la curva 


FIG. 55 


y que preceden а Eo y que siguen después de ĉe (en dirección de la integración), 

haya puntos situados en €. Entonces, partiendo dol punto Ls, primero an direo- 
ción del recorrido de la curva y hasta el primer punto В de intersección de y 
соп la circunferencia С, y después desde el mismo punto £, en dirección contra- 
ria, también hasta el primer punto A de intersección de y con la circunferencia 
С, obtenomos wn arco AB с y que contiene al punto to y pertenece al interior 
de С, a excopción de sus oxtremos А y B situados en C. Los puntos A y B di- 
vidon а la circunferencia С en dos arcos AaB y AbB, que junto con el arco AB, 
perteneciente a y, forman dos curvas de Jordan cerradas y, А) y va (АВА). 
con las partes interiores g, у ga, situadas dentro de С (iig. 55). 

Obsérvese que Jas designaciones se han adoptado do modo que «l recinto gy 
quede a Ja izquierda dol observador que se mueva sobro AB en la dirección de 
la integración, y el recinto ga quode a la derecha del mismo. Supongamos ahora 
que el punto 2 E gy tiende al limite Хо. Сото z está situado en el exterior de la 
Cueva ya, a cual, Junto con su interior g, pertenece al recinto 0, donde la fun- 
ción q (0) es analítica, según ol teorema integral de Cauchy se tiene 


о sea, 
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Do aquí so deduco que para los puntos = € дү ol valor de la integral 


у=, | LOR 
A i = 
7 
по varía хі on lugar del arco АЎ se ofectúa la integración sobre el arco de 
la circunferencia ADD, _ 
Así, pues, en el recinto дү se tiene; 


с IAS dl 
Р (= $ ' (3.31) 

vtan 
dondo y" so obtiene de y eliminando ol arco AB. 

Pero y' + АЪВ es una curva rectificablo (que puede no ser de Jordan) y, 
por consiguiente, la integral (3.3:1) es una intogral do tipo Cauchy que, en 
virtud del ap. 3.2, tiene que representar una función analítica Ф, (z) en cualquier 
entorno del punto Zo quo no contenga puntos de la curva y" + 48; en los pun- 
tos de oste entorno que pertenecen a gy, como muestra la igualdad (3.3:1), 
Ф, (2) coincide con Ё (2). Por consiguiente, 


lim F (у= lim Ф ()=0, = 904. gag 
aoto С-Б 


(3.2:2) 
учлав 
dondo la integral do tipo Cauchy que figura on el segundo miembro representa 
on un entorno de Zo mua función analítica Ф, (2) que coincido con Р (2) en los 
puntos de este entorno pertenecientes а ga. 
De aquí so deduco que 


lim F ()= lim 0, ()= Ф (to) OE. © (зз) 
Ей А © 


Por lo tunto, valoros frontera de Ja 
intogral de tipo Cauchy en un punto arl Mo и de la curva roctificablo y so 
han hallado sus valores (3.3:2) y (3.3:4). Uno de ellos, el que corresponde al 


caso en que z tiende a Lo por el recinto g; contiguo al arco AÑ c y hacia la 

izquierda según la dirección de integración, lo Патаготоз valor frontera de 

la izquierda, y el otro, valor frontera de la derecha; los designaremos mediante 

Fr У (3.3:2) у Fp (Lo) (3.3:4), respectivamente. 
о las fórmulas (8 8 


) y € se doduce que 
Еф —РьфӘ-=з& 
КОЛ 


Debido a las hipótesis hechas, la integral obtenida es una integral de 
Cauchy, formada pora la función y (z) y la circunferencia C. Según la fórmula 
intogral de Caucliy, su valor es igual а ф (Zo). Resumiendo, 

2, (60) — Рр (00) = Ф (50), (3.3:5) 
quo es lo que so afirmaba. 
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Como ejemplo, consideremos la integral de tipo Cauchy 
de 


donde A representa ol segmento del eje real — 1 <z < 4 (la integración so 
ofoctúa on la dirección del 


los puntos del segmento A que precedan al punto O y los que sigan después 
Tomemos por С la circunferencia unidad. Entonces el arco AX coincidirá con 


Р (0) — Рр (0) = (0)=1. 
En cuanto а сайа uno de éstos рог separado, la fórmula (8.8:2) da: 


EA 

1 gi (2040 1 

Ol Фе | =. 
abn х 


y la fórmula (3, 


3.4. En lo que зе rofiere al resultado (3.3:5) obtenido en el apartado pro- 
cedente, so puede hacer una objeción esencial de que éste se ha conseguido supo- 
niendo que la función y ($) es analítica, mientras que en las aplicaciones suele 
sor Srecuontomente importante el caso en que q (2) no es una función analítica, 

Debido a esto daremos aquí otra demostración del mismo resultado. que 
а la vez dará lugar a unas fórmulas importantes рага Р, (ў) y Р (фе), distintas 
de las fórmulas (3.3:2) y (3.8:4). 

а y, como anteriormente, una curva rectificable do Jordan y supongamos 
que, (0 es una función continua en y. Considerando а £ сото una funeión 
lo la longitud del arco s, medida desde el punto inicial de y: 


E=12(5), 0<s<! (1 оз la longitud de y), 


supongamos quo en cierto punto Zo = А (ss) (0 < so < l) existo la derivada 
A' (s), siendo ésta finita y по nula *). 
Supongamos ahora que existen unos números K > 0 y æ > 0 talos que 


1P O— E (o) |< K |p to". (8.4:1) 
Fácilmente so observa que en estas hipótesis la integral impropia 
1 90—900 
эсс | “22 a 
жу 6—8 pe 


I= (8.4:2) 


*) En la teoría de funciones de variable real so demuestra que en todo 
el intervalo (0, 0), а excepción, Posiblemente, de un conjunto de medida nula, 
existe A’ (з) y 12° () | == 1. Véase, por ejemplo, Ch. de la Vallée Poussin, 
Cours d'analyse infinutésimale, Vol. I, 10% ed., 1947. 
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us absolutamente convergento. Para cerciorarse de esto, convengamos en desig- 
nar el arco de la curva ү que corresponde a un segmento determinado de varia- 
ción de la longitud del arco s: a <s «с b, con la notación la, 5]. Entonces, 
para cualquier arco (a, 0] que по contenga al punto Çe (supongamos, para preci. 
заг, que so < a < b), en virtud de (3.4:1), tendremos: 


K 
Эп 


16—t019=1 ds. 


гагы 
Por la hipótesis, lim 


n 
ED | > EINGI paa 11 si Igt l> p entonces 


E 


$8 


|- ТА (so) 15 0 de donde se deduco que 


>$. Así, puos, 


>e>0 para todos los puntos ¢ €y. 


De aqui se doduco que 
1 


è 
{ PORE ag ск f uat m 
[a,b “ 


а 
è =к' Lo 


a 
cuando a y b— sọ. Por lo tanto, la integral (3.4:2) es absolutamente con- 


vergente. 
Considerando ta integral de tipo Cauchy 


т 1 т y 
| a 
> 


ropresentémosla en la forma 


катт RAS 
> 


Злі 


e: 
y 


y domostremos que 


lim -у- | PA у, 
> 


эф 


Aquí so supondrá que z tiendo а ġo manteniéndose оп el interior de un ángulo 
arbitrario go, de magnitud menor quo 20 < x, con cl vértico en el punto to 
y cuya bisectriz coincide con la normal a la curva en este punto. El modo en 
quo z tiende а Со se caracteriza diciendo que «tiende por caminos no tangentes 
a y». En particular, quoda satisfecha esta condición cuando el punto z tiende 
a fo por la normal a y. Fácilmonte so observa quo on un entorno del punto ĉo 
suficientemente pequeño ningún punto de la curva y cacrá en el interior de un 
ángulo fijado go, (y tampoco еп el interior del ángulo opuesto al mismo). En 
efecto, supongamos lo contrario. Entonces tiene quo oxistir una sucesión de 
puntos ¿q = А (sa) € y. situados en el interior de gg, (o en el interior del ángulo 
opuesto al mismo) que convergorá a Lo. Se puodo suponer también que (5, )- 


es convergente, es decir, que lim sp de donde se deduce que lim „= 
nao nao 
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= A (s). Pero, por otra parte, lim, = [o = А (s); como y es nna curva de 
Jordan (y to es distinto do sus extremos), sacamos la conclusión de que s’ = sy. 
Por lo tanto, las direcciones de los vectores £, — ĉo tienen que tendor а 1 
dirección tangento en el punto čo у, рог consiguiente, todos estos vectores no 
pueden quodarso en el interior de) ángulo кө, 


Sea O un número quo satisface a la condición 0 <0 << 5; fijemos 00, 


0 < б, < y consideremos un entorno |= — Lo |< p tal que ningún punto 


«do ln curva y situado on este entorno pertenozca al ángulo ко, (y tampoco al 


FIG. 56 


ángulo vpuesto al mismo), y sea go, p la parto del ángulo go quo portoneco al 


entorno indicado, Prolongaado y desde el punto ф on dos direcciones hasta los 
primeros puntos A y B do intersección con la circunforencia |z — zo | = р, 
se obticno un arco 


а= 16— 
Evidentomente, para cualosquioca рш 
2-51 


sec ү. 
260, Y Єр, lendromos: 


< cosec (00—0) 
(ig. 56), por lo cual, 


ШҮҮ? 
Ad п-т | 929604 = 
> 
rs = 
4 {тө eE 


«|ы $ Po" 
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Si в ев un número positivo arbitrario, se puede suponer que р es tan pequeño 
que ia resulte menor que z ; fijemos este valor de р. Obsérvese ahora que la 


distancia dy desde el punto to hasta el arco y — ар es positiva; por 10 tanto, 
Пр 5012 ёо 20 si рер бр y 15—212 бо —– 1 21. Por osta 


razón, si |z — ĝo | < =2, so tione: 


{ regde 


т, 


[19 0-есота. 
У 


de dondo, para todos los puntos = suficientemente próximos а Lo resulta; 
4 < $ Así, pues A< e para todos los puntos 2 suficientemente próximos 


а {о y pertenecientes а gop, es decir, queda demostrada la rolución (3.4:4) 
рага el caso оп que z tienda a {а por caminos no tangentes а y. 
Considoromos ahora la segunda do las integrales del segundo miembro de 
la igualdad (3.4:3). Evidentemente, ésta os una integral de tipa Cauchy con 
una función constante y, por consiguiento, analítica q (5) (=p (%o)). Además, 
representa Ф (čo) Га $ 2 ‚ dondo P ез ol punto inicial у Q el punto final 


de la curva y. No obstante, no utilizaremos esta última obsorvación, pero apli- 
caromos los resultados del precedente apartado, según los cuales 


П PDE, цо 9694 а 
пг Y 2 љт С 
W+AbD т'+лав 


Confrontando 4, .4:5), sacamos la conclusión de que en 
los condiciones refere 1.9 19) y de E Y: enunciadas en esto apartado, exis- 
ten los valores frontera Fs (50) y Fp (Lo) de la intogrul de tipo Cauchy, expre- 
sadas por las fórmulas: 


‚ 1 реф) y, 1 90 e m 
= { = К 


J = ды» 5—9 
-1 (O-R pi «ө; 
Fo ò= тт ) сз NOT e =, 


Restando término a término (3.4:7) de (3.4:6), obtenemos: 


Temos obtenido esta fórmula, quo coincide con la fórmula (3. 
suponer que la función q (2) sea analítica. 
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Transformemos (3.4:6) y (3.4:7) a una forma más simple; precisamente, 
escribamos (8.4:6) del modo siguiente: 


TT CITO 
в.г E a | POE шү 
X о, 


А 
1 en 1 Фо) yr 1 P0) de 
+21 ] o ha S te Ea ! Ер 


1р0) 1 Leo А 
Ha $ сы ыг | a pen 
ER abn 
Cuando p - 0, la segunda de las integrales del segundo miembro de la fórmu- 
la (3.4:9) tiende a coro (debido a la convergoncia de la integral (3.4:2), estable- 


cida anteriormente). La tercora integral puede escribirse en la forma LUN. 
Var Ln @— 0) У, como Ln (3 — ko) = In p + i Arg (G— 0), coincido con 


4 T— to) =La) long 408 
SA Ypg Are а-ы S 


Pero, sogún lo anterior, ol arco 0, Є y con los extremos A y B puede encorrarse 
en ángulos opuestos arbitrariamente estrechos con el vértice común Lo cuya 
bisectriz coincido con la tangente а y en el punto čo. Por osta razón, cuando 
б — 0, los puntos A у В tienden respoctivamento а los доз puntos de inter- 
sección de esta tangente con la circunforencia |? р. do donde se 


deduce que 
1 Фф 4 _ Фф vo) 
= 


pao Zar 


Como el primer miembro de la fórmula (8.4:0) по deponde йе р, sacamos 
la conclusión de que existo también 


lim gir por à (3.4:10) 
d 


Г і isa 

аме SL | SOR o, 

quo designaremos mediante РЕТ f E 9). 
„гы 


es divorgente. 


*) Obsérvoso que, en general, la integral иг | 
» 


7 
а E P EdE $ P И 
La notación -zy | 2242 se ha admitido solamento para designar el limite 


> 

(3.4:10), cuya oxistencia se ha establecido, Este límito se Пата valor 

2 {294 (en el. sentido de 
== 2 


principal de la intogral -zt 
> 


Cauchy) 
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Así, pucs, obtenemos definitivamente: 


E D MES, Sia А 
= г} A ты ЕП 


De aquí y de la fórmula (3.4:8) se deduco que 


Рг Lo влиз 
Ч 


Estas fórmulas, que tionen importantos aplicaciones en la mecánica, fueron 
obtenidas por primera voz por Y. Sojotski en las condiciones mismas del presente 
Dárrato, por lo cual, so llaman fórmulas do Sojotski. 

3.3. La fórmula” de Cauchy puedo obtenerse como un caso particular de 
una fórmula más general, que оз válida para funciones, generalmente, no anali- 
ticas. 

Sen A un recinto limitado por un número finito de curvas clomentalos de 
Jordan cerradas: Г (el contorno exterior), yy, » . «+ yn (los contornos interiores); 
Р (к) = Р(х, y) + iQ (т. y) es una función continua con derivadas parciales 
do primer orden en el recinto corrado А. Entonces, aplicando la fórmula de 
Greon, obtenemos: 


[rue 3 f inaf Pdz—Qdy4+i | Qaz p ay— 
жа, т 


-3 [{ Рат—04у+1 } еер!) EE25+ 


+ ED] дейаз | ¿aras (851) 


aquí ŻE es 1а derivada formol, véase el ap. 1.3). Fijomos z€ A y oxcluy- 
FA d y- 


amos de A un entorno įjz—zo|<e cuyo radio sen menor quo la distancia 
desde го hasta la frontera del recinto A. Obtenemos un rocinto Ap cuya fron- 
tora consta de Г, Yi, ++.» үл Y de la circunferencia ye:|z—zo]=e. Aplique: 


mos la fórmula (3.5:1) a la función Ф (2) =} = 
7 


n 
¿Eds Peres (воа 
pai pee 


Ye 
«05е 0 


а. (=)]6%-а j 2d ad, 


i obtendremos: 


1—5 22 zo 
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es una función analítica en el 


) 20, puesto que 


томо а,) 


Si 2—9 0, se tione: 


F (2o) 


(3.5:2) 


Габа os la fórmula general buscada. En ella, la suma de las integrales de tipo 
Cauchy 


1 20% SL а 
ar) a 


ZnT ) 2—25 32 
г jai Л 
os mua función analitica do zo. 
Por consiguionto, la función 
A 1 
i an a a dz dy 


al igual que /' (го), os continua junto con sus derivadas parcialos de primer 
ardon оп el recinto A y 


àR 


LIS Ji v = 


Cuaudo F (26) es una función analítica on el recinto A, la derivada formal 
2£ 0 y la fórmula (3.52) se convierte en la fórmula integral de Cauchy: 


A (Zod 
0) ат | 
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4.1. Sea 


d+ +726) -...3-00 5. 


=} (idy 
o 


una serie de funciones de variable compleja, definidas en nn con- 
junto infinito de puntos Æ. Designemos con 5, (2) la suma parcial 
de los primeros n-+1 términos de la serio: 


Sn (a) = folz) + fa (8) + - -+ + Һ(@. (4.4:2} 
La serie (4.1:1) se Пата uniformemente convergente 
en E, зї para cualquier e,e>0, se puede senalar un N (e) tal, que 
para n>N (e) у para cualquier p natural, se cumple la desigualdad 
[Sup (0) — 5 (0 1< е (6.4:3) 

en todos los puntos del conjunto Æ. 

De esta definición se deduce quo una serie que es uniformemente 
convergente en el conjunto E, es convergente en cada punto de oste 
conjunto (en virtud del criterio de Cauchy). Jl recíproco, general- 
monte, no es válido, como muestra el ojemplo de la serie geométrica 

A 


En efecto, esta serie es convergente en el círculo unidad, 
puesto que 
н 


1+з3+. 


рага п — оо, si |z| <1. 
Tormo. in efecto, еп este caso 


[Saso (2) — 8 (2) | 2 (1 +2 l- 
sjt 

ji zz 

Tomemos un n arbitrario y hagamos p=n, = 

tendremos: 


к= 


T=: 
n embargo, la convergencia no es uni- 


T 


ТЕ 


capitata 
а: жаы 


п > 
а E Entonces 


"lo 


[San (2n) — Sn (21) | > 
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De este modo, рага n arbitrariamente grandes, existen tales p (=n) 
y tales puntos 2, del círculo unidad, en los cuales los números 
Í San (Zn) — Sn (En) | son arbitrariamente grandes. Do aquí se 
deduce que la serie geométrica no es uniformemente convergente 
«en el círculo unidad. 

Designando la suma de la"serie (4.1:1) mediante f (2): 


1 (2) = lim 5, (2), 4.14) 


se puede expresar la condición de convergencia uniforme de otra 
forma. Precisamente, para la convergencia uniforme de la serie (4.1:4) 
з necesario y suficiente que para cualquier e, e > 0, se pueda hallar 
un N (e) tal, quo se cumpla la desigualdad 


И (@—5,„(д1<е (4.4:5) 


еп cualquier punto z Є E para n >N (e). 

En ofocto, supongamos que la serie (4.1:1) es uniformemente 
convergente. Hallemos un N, (e) tal, que para n > N, (e) у para 
cualesquiera z y p (z € Æ, р es un número natural), se cumpla la 
desigualdad 


|5» (2) — 8, (2)1<F + 
Haciendo crecer p indefinidamente, obtenemos: 
|/ @ —5» @|<-р<е 


рага n > N; (e) y para cualquier z € Æ. Así, pues, el cumplimiento 
de la condición (4.1:8) implica el cumplimiento de la condición (4.1:5). 
Recíprocamente, si la desigualdad 


1-5. (@|<- 


зе cumple рага љ2> №, (є) у para cualquier punto z€ £, entonces, 
en las mismas condiciones, para cualquier p natural se tendrá 


[Sup (Sn (2) |=11(6) — Sa (9—11(9) Srs (011 
<\!@—5» (@1-Е1/ @—5» (01 < E + me. 


Por lo tanto, del cumplimiento de la condición (4. 
deduce el cumplimiento de la condición (4.1:3). 
Comprando la serie de funciones con una serie convergente de 
términos positivos constantes, se obtiene un criterio bastante sencillo 
de convergencia uniforme de la serie (4.1:1). Precisando, si desde 
cierto valor de п > v los módulos de los términos de la serie (4.1:1) 


:5) también se 
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no son superiores en Æ a los términos correspondientes de la serie 
convergente 


Gotat art- Hant.. (4.1:6) 
de términos positivos constantes, la serie (4.1:1) es uniformemente 
convergente en Е. En efecto, en virtud a la convergencia de la 


serie (4.1:6), para cualquier e >U, existe un Л (e) tal, que para 
(e) y cualquier p se cumple la desigualdad 


+ Бальр <e 


Pero, según la hipótesis, en el conjunto Æ se cumplen las dest 
gualdades 


lfr (2) |< ar (к> у). 


Por consiguiente, en cualquier punto zE Ё para м о> тах (А (в), v) 
y Cualquier р natural, зе tiene: 


18р (2)—Sn (291021 һм: (2) 1 


ns —Á 


+|/ч»@|& 
Fm es 


lo cual significa que la serio (4.5:1) os uniformemente convergente 

Supongamos que cada punto del co о Ё es un punto de acu- 
mulación do este conjunto, o sea, como suele decirse, Æ es un conjunto 
denso en sí. listo ocurrirá, por ejemplo, cuando Æ sea un conjunto 
(uo vacío) abierto arbitrario, en particular, un recinto, o también 
cuando Æ sea una curva continua. Entonces, si cada término de la 
seric, uniformemente convergente en Æ, es una función continua 
en Æ, la suma de Ја serie será una función continua еп Æ. 

Para demostrar esto, consideremos dos puntos cualesquiera zp 
y 2 dol conjunto Æ y acotemos | f (2) — f (ть) | del modo siguiente: 


ПА @— / (z0) = LU (2) — Sa (2) 715, (а) — Sn (20)1 +15» (20) — / (20)1 |< 
= 1/ (@— Sn (2) |+] Sn (2) — Sn (20) = | / (20) —Sn (20) |. 


) 


Sea в un número positivo arbitrario. En virtud de la convergencia 
uniforme de la serie, existe un A (е) tal, que рага n > А (e) y para 
cualesquiera puntos del conjunto Æ se verifica Ја dosigualdad: 


OSCE (4 1:8) 


Por consiguiente, on particular, tendremos: 
П) —Sa (2) |< - (4 1А) 


Fijemos arbitrariamente no > A (e). Como la función Sne (2) es con- 
tinua еп el punto ду, puede señalarse un Ó(e)>0 tal, que para 
191109 
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|z— zo| <8 (e) (2, 20€ E) se cumpla la desigualdad 
15, (2) —Sno (20) |< + (41:10) 


Haciendo en (4.1:7) n=n y tomando |2—|<б(е), en virtud de 
las desigualdades (4.1:8), (4.1:9) y (4.1:10), obtenemo: 


ПР) 01е, 


do donde ве deduce que la función f (2) es continua en cualquier 
punto zo € 2. 

Supongamos, en particular, que Æ es una curva rectificable L, 
Demostremos que si los términos de la serie (4.1:1) son funciones 
continuas сп L y esla serie es uniformemento convergente оп L, 
entonces ésta puede intograrso lérmino a término a lo largo de L, ез 

ecir, 


frias f omas { һ‹@ 4+ 


+] mirare... ЖЕП 


En efecto, como los términos de la serie son funciones continuas 
y la serie os uniformemente convergente en L, de lo demostrado 
anteriormente so doduce que f (2) es continua en L. Designemos con A 
la longitud de la curva L. Siendo e un número positivo arbitrario, 
si N (e) es tal, que para n > N (е) en todos los puntos de Ja curva L 
so verifica la desigualdad 


11) =S (|< + 
entonces, evidentemente, 


рое [оа ро] 
L L 


=| ї 0700) —5, (2) <E Aase 
t 


(para n > N (e)), de donde se deduce la relación (4.1:11). 

Frecuentemente, el toorcma de la posibilidad do integrar tér- 
mino a término una serie зс sucle apli de la forma siguiente. 
Supongamos que los términos de la serie (4.1:1) son funciones conti- 
nuas en cierto recinto G y que la seric es uniformemente convergente 
en cada conjunto cerrado de puntos de este recinto. Entonces la 
serie (4.1:1) puede integrarse término a término a lo largo do cual- 
quier curva rectificable L situada en el recinto G. 

Para reducir este teorema al anterior es suficiente observar que 
toda curva rectificable L (y, en general, toda curva continua), 
situada en el recinto G, reprsenta un conjunto cerrado de puntos del 
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recinto. Por consiguiente, según la condición del teurema, la se- 
rie (4.1:1) es uniformemente convergente еп L. 

En la teoría de las funciones analíticas la convergencia umiforme 
de una serie de funciones en todo conjunto cerrado y acotado de un 
recinto G, desempeña un papel muy importante. A semejante con- 
vergencia la llamaremos convergencia uniforme 
en el interior del recinto С, distinguiéndola de 
la convergencia uniforme en el recinto G. Toda sorie que 
es uniformemente convergente en el recinto G, es uniformemento 
convergente también en todo conjunto cerrado de puntos y, por 
consiguiente, es mniformemente convergente en el interior de G. 
Lo recíproco, generalmente, no es cierto, como muestra el ejemplo 
de la serio geométrica 


14t.. HPH. 


En efecto, como se vio anteriormente, esta serie es convergente en el 
círculo unidad |z | < 1, pero no lo es uniformemente. No obstante, 
es uniformemente convergente en el interior del círculo unidad, 
En efecto, sca F un conjunto cerrado de puntos del círculo unidad 
y sa 6 > 0 la distancia de F hasta la frontera del recinto (hasta la 
circunferencia unidad). Entonces, para cualquier punto z€ f; se 
tiene: |z | < 1 — ô y, por consiguiente, 


sr mm. 


pat O POE 


Evidentemente, la magnitud (1 — ду" + tiende a cero cuando 


n— со y puede hacerse menor que e >0 para n>N (e). Así, 
pues, la serie geométrica es uniformemente convergente en cualquier 
conjunto cerrado F de puntos del círculo unidad y, por consiguiente, 
os uniformemente convergente en el interior del círculo, a pesar 
de que no es uniformemente convergente on el círculo. 
Demostremos que para que la serie (4.1:4) sea uniformemente 
convergente en el interior de un recinto G, es necesario y suliciente 
que para todo punto 2, del recinto exista un entorno del mismo en el 
cual esta serie converja uniformemente. La necesidad de esta condi- 
ción es evidente, puesto que si | 2 — za | < p es un círculo cerrado 
con el centro en el punto ze, perteneciente а G, la serie tiene que 
converger uniformemente en el mismo y, por consiguiente, también 
en el entorno |z — о | < p del punto zo. Para cerciorarse do que 
la condición es suficiente, haremos la demostración por reducción 
a lo absurdo. Supongamos que, cumpliéndose Ја condición, la sorie 
converge no uniformemente en cierto conjunto cerrado 2 С С. 
Entonces tienen que existir: un número positivo ey, unos números 
naturales na (пъ < пуза) arbitrariamente grandes y unos puntos 


18+ 
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2, € F tales que 
Пк) — Snp (2а) | > eo (4.4:12) 


(Aquí se ha formulado la negación de la convergencia uniforme de 
la serie (4.1:1) en el conjunto £). 

De la sucesión de puntos {г} se puede extraer otra sucesión 
parcial contenida en la misma {з}, que converge hacia cierto punto 
Zo E F (F es un conjunto cerrado). Como 2, es un punto del recinto G. 
según la hipótesis, para éste existe un entorno {7 perteneciente a 
en el cual la serie es uniformemente convergente. Por consiguiente, 
en todos los puntos de U tiene que verificarse la dosigualdad 


|/@—5»(@1< 


si n es suficientemente grande. 

Por otra parte, debido a la hipótesis, existen unos números ny 
arbitrariamente grandes, tales que en los puntos za situados en U 
(y a U pertenecen todos los puntos {з}, comenzando desde mo de 
ollos,) se cumple la desigualdad opuesta: 


11 @)—5 (EW) (> to: 


De la contradicción obtenida se deduce la justeza do nuestra afir- 


mación. 
Volvamos a estudiar сі problema do la integración de una serie 


uniformemente convergonto de funciones analíticas 23/1 (д). Fijando 


un punto arbitrario zo €G, para cualquier curva rectificable y, 
perteneciente а G, que una zo con ol punto z, Lambién perteneciente 


a G, tendremos: 
| лаа У $ fu (2) de. 
Ў oe: 


Las integrales $ Fe) dz y ї 1.00) dz pueden considerarse como 


У 
funciones de z, generalmente multiformes (véase el ap. 2.7): 
{лаа y Shads 
^ à 


Para suparar sus ramas uniformes en el entorno U: |2 — z |< p 
de algún punto дү del recinto G (se supone que este entorno junto 
con su frontera |2 — 2, | == р está contenido en el recinto G), 
efectuaremos todas las integraciones desde el punto 2, hasta el 
punto т sobre wna misma curva rectificable ү, perteneciente al 
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recinto G, y luego, desde el punto 2, hasta cualquier punto z € U 

a lo Jargo de curvas rectificables arbitrarias situadas en U, por 

ejemplo, a lo largo del segmenlo rectilíneo que une z; у 2. 
Domostremos que, cumpliéndose estas condiciones, la serie 


Y | /„ (2) dz convorgerá uniformemente en U, es decir, en un círculo 
E 
cerrado arbitrario perteneciente al recinto G 
En efecto, para el módulo 
mp z 
| 2 fro e] 
I 


se obtiene la cota siguiente: 


¡57 noas SS hoal S inoa]. 
EE aR “а 


Pero la serio Dff (2) dz es convergente, у, por consiguiente, 


7 
para cualquier e>0 existe nn M, (e) tal que 

ner 

| > $ һаа рага n>N; (e). 

э» 


Aplicando luego la convergencia uniforme de Ja serie У) /a(2) оп 


0 
el círculo cerrado |2— 2, |< р, podemos elogir un número № (в) 
tal que, siendo n > №, (е), 


э» 
|®һ®|< 

para todos los puntos de este círculo. Tomando las integrales 

{А a lo largo del segmento rectilíneo que une а y z, 


А 
tendremos: 


mb гањ 
[2 $л®&|=|{ Ж һ@&|< 
чэ, йн 
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Por consiguiente, para n >N (е) = шах [// (e), N2(e)), en cual- 
quier punto del círculo a 16р se cumplirá la desigualdad 


[5 (леа |е, 

сыз 
con lo cual queda demostrada la convergencia uniforme де la serie 
en cualquier círculo cerrado contenido en G. 


En el caso particular en que todas las integrales $ fa (2) de sean 


de 
funciones uniformes en el recinto G, de lo demostrado se deduce que 
la serio 


Af rte) dz 
os 
vs uniformemente convergente en el interior del recinto G, si la 


serie X fa (2) es uniformemente convergente en el interior del mismo. 
7 


Teorema бе Weierstrass sobre las series 
uniformemente convergentes de funcio- 
nes analíticas. Si los términos de una serie 

AA UA (ал) 
uniformemente convergente en el interior del recinto G, son funciones 
analíticas en este recinto, entonces la suma de la serie f (2) también 
es analítica en el recinto С 

Además, las series 


AO ANO (44:18) 

que se oblienen de la serie (4.3:1) derivando ésta término a lérmino К 
veces, también convergen uniformemente en el interior de G y representan 
en el recinto G las derivadas de le-ésimo orden de la suma de la serie f (т) 
Sea zo un punto arbitrario del recinto G y sea y una circunferen- 
cia de radio р con el centro en ol punto те, perteneciente a G junto 
con su interior. Evidentemente, es suficiente demostrar todas 
las proposiciones del teorema para los puntos del entorno U: 


Га — ш |< $ del punto zp. Supongamos que E designa un punto 
arbitrario si uiado en y y que z es un punto arbitrario de U. Hagamos 
4 


en (44:1) z = E y multipliquemos todos los términos de la sorie 
1 
рог qa = 0, 1, 2,...). Obtenemos: 


-54 aa 29 К (4.1:14) 


туч 
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Como la serie (4.1:1) converge uniformemente en y y por las 
hipótesis del teorema 


б. A 
Эл ун 


dl 
y 


la serie (4.1:14) también converge uniformemente en ү; por esta 
razón se la puede integrar término a término. Resulta: 


A (41:15) 
7 


Заг) a” 


HO 
Жл) gap 


Como las funciones f, (z) son analíticas en el recinto G, las inte- 


grales ¿E Ге expresan las derivadas f% (2) (véase (3.2:7)). 


рек k= Ola igualdad (4.1:15) toma la forma 


Er Пра 10% 


t=: 


D h=. 
o 


do donde se deduce que ў (2) representa en U una integral de tipo 
Cauchy y, por consiguiente, es una función analítica en U. 
Para k>0, de la igualdad (4.1:15), obtenemos: 


ki ГА 
тг) geas se a. 
A 


Pero la expresión del primer miembro do esta igualdad representa 


la derivada de orden k de la integral de tipo Cauchy ml ы 


y 
у, por consiguiente, es igual а [0 (2). Así, pues, en el entorno U 
del punto z, se tiene: 


Pa=3 (2. ý 
5 
No queda más que demostrar la convergencia uniforme de esta 
serie о, lo que es lo mismo, de la serie (4.1:15) en este mismo entorno. 


Pero si en y se cumple la desigualdad 


11(@—5һ(@|<в para n>N (е). 
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entonces рага lodos los puntos 2€U y para los mismos valores 
de n, se tien 


A _ j HORI. 
БЕП }@—ә=т 3 G-a 


EDS qe 
| ed |< T 


a pjm 


= 


Сошо el segundo miembro puede hacerse, evidentemente, arbitra- 
riamente pequeño junto con e, la última desigualdad expresa la 
convergencia uniforme de la serie (4.1:15) o de la serio (4.1:13) en U. 
con lo cual se termina la demostración del teorema. 

Para aplicar correctamente el teorema de Weierstrass es preciso 
recordar que éste se ha enunciado y demostrado para las serios de 
funciones analíticas convergentes en un recinto. Jn el caso 
de un conjunto arbitrario (no abierto) éste puede no ser cierto. 

Examinemos, ante todo, el ejemplo dado por Weierstrass de una 
Innción que no es derivable en ningún punto: 


Га) = У) b" cos(a"xn) 
= 
(а es un número entero impar, 0 < b < 1). Саба término de esta 
serie es una función analítica en todos los puntos del eje rcal (e inclu- 
so en todo el plano). Además, la sorie es uniformemente convergente 
en el eje real, puesto quo el valor absoluto del término general de la 
serio |b" cos (ara) | no es superior al término Б" de la serie geomó- 
trica convergente. Sin embargo, la suma de la seric по ез analílica 
en los puntos del eje real, puesto que, como demostró Weierstrass, 
ústa по es derivable para ningún г. 
Como segundo ejemplo, tomemos la serio 


sengr 
2 


ѕеп Эх зем 22 

Em) y 
Los términos de esta serio son funciones analíticas en el eje real 
(e incluso en todo el plano). Además, la serie converge uniformemente 
en el eje real, y su suma, siendo idénticamente igual a cero, repro- 
senta una función analítica. En efecto, la suma parcial 


sonz (2922 sonz) (| 


seng (2025 —sen z) Ae 


[е nı еп (н 


97 вел 
el la 


п 


no supera en valor absoluto a Í-, de donde se deduce que la serie 
convergo hacia сего y, además, uniformemente 
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Pero derivando término a término, se obtiene la serio 
совт (cos 20—cos2)-+.. —[cosnr—cos(n—1)2]=.... 
cuyas sumas porciales son: 
созт, соз 22, ...‚созпт,... 


Evidentemente, la sucesión de estas sumas es divergente pare 
todo = 5 2x1, y para z -: 2kn tiene un límite igual a 1, es decir, 
resulta un valor distinto de la derivada de la suma de la serio. 

Basándose en ol teorema de Weierstrass tenemos que sacar la 
conclusión de que en estos dos casos no existe un recinto que contenga 
a los puntos de todo el eje real o incluso de alguna de sus parles, en el 
cual las series dadas fuesen uniformemente convergentes. En caso contra- 
rio, estos ejemplos estarían en contradicción con el teorema de Weier 
strass, 

En muchos casos resulta ser útil el siguiente teorema, que permite 
asegurar Ja convergencia uniforme de la serie en un dominio si ésta 
es uniformomente convergente cn la frontera del mismo. 


Teorema. Si los términos de la serie У) fa (2) son funciones 
T 


continuas en un dominio *) acotado G y son analiticas en el recinto С, 
entonces, de la convergencia uniforme de la serie en la frontera Y del 
recinto G se deduce su convergencia uniforme en el dominio б. 

Demostración. Según la hipótesis del teorema, рага 
cualquier e > 0 existe un N (£) tal, que рага п > N (e) y cualquier 
número nalural p se cumplo la desigualdad 


р 
| 2, (@|<е (4.1216) 
me 
en todos los puntos de la frontera Г. Pero la función Y fa (2) es 
"ті 


continua еп С у analítica еп С. Рог eso, el máximo del módulo. 


nn 
| 20 (2) | en el dominio С se alcanza en Ja frontera y, por consi- 


guiente, en virtud de la desigualdad (4.4:16), ol valor de este máx 
mo es menor que e. De aquí зе deduce que la desigualdad (4.1:16) 
se cumple para л > N (e) y cualquier número natural р en todos los 


puntos dol dominio С, lo cual significa que la serie Ў /, (2) es uni- 


formemente convergente en esto dominio. 


5) Recordamos al lector que un rec into cerrado so Паша ubroviadamente 
dominio. Véaso J. Rey Pastor. P. l'i Calleja, С.А. Trejo, Ара 
lisis matemático, Vol. 1. $ 64-5. (Nota del ту 


282 CAP. ШІ INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


4.2. Todo lo enunciado y demostrado en el apartado precedente 
para las series de funciones uniformemente convergentes se extiende 
inmediatamente para las sucesiones de funciones uniformemente 
«convergentes. 

Una sucesión de funciones 


{Fn (2). (4.2:1) 
«definidas en un conjunto E, se Пата uniformemente convergente 
æn este conjunto, si para cualquier е > 0 se puede señalar un N (в) 
tal, que la desigualdad 
1р (2) — Еа (2) |< 


se cumple para cualquier p natural en todos los puntos z Є Æ. 
Evidentemente, la sucesión (4.2:1) se puede considerar como la 
sucesión de las sumas parciales de la siguionte seric de funciones: 


Ро (2) + (Р, (2) — Fo (3)1 + [F2 (0) — F: (2 + ++. 
12 (0) — Fna (H ++. 


pur lo cual, es uniformemente convergente en Е si, y sólo si, es uni- 
Tormemento convergonte en Æ la serie (4.2:2). Además, los términos 
de Ja sucesión (4.2:1) son funciones continuas y, respectivamente, 
analíticas junto con los términos de la serie (4.2:2). De aquí se deduce 
que todas Jas proposiciones del apartado precedente son aplicables 
a las sucosiones de funciones. 

En lugar de sucesiones de funciones, frocuentemente, se suele 
«considerar una familia de funciones de cierto parámetro т que varía 
continuamente: (2, (2)). Supongamos que cada una de estas funciones 
está definida en ol conjunto E, y que el parámetro т, gue para preci- 
sar es real, recorre el intervalo (a, B) (B< + оо). Si, para cada 
к> 0, es posible soñalar un f (е) <f tal, que рага t> 6 (e) 
y Y > В (е) se cumple la desigualdad 


[Fe (2) — Е. (2) |< 
wn todos los puntos del conjunto Æ, se dice que la familia {Fy (2) es 
uniformemente convergente en Æ cuando т tiende a В. Si {tn} es una 
sucesión de valoros del parámetro que converge hacia f, entonces, 
en virtud de esta definición, la sucesión (2%, (3)} será uniformemente 
convergente en E. Su función límite F (2) no depende do la sucesión 
{tn} que so haya elegido. En efecto, si 


120) Р, (91<-5 para n>N, 
y para otra sucesión {t4} la función límite ех /”(z), de modo que 


(OF (091 para n> Na 
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entonces, teniendo en cuenta que para todos Jos т, у Th, suficien- 
temente próximos а В, se verifica la desigualdad 


П (0) Р, (д|<-. 
sacamos Ја conclusión de que 
|Р (ду —Р' (2) |е, 
de donde se deduce que las funciones Ё” (z) у А (2) coinciden. 

De esta relación entre la familia de funciones (4, (2)) uniforme- 
mente convergente y las sucesiones de funciones (F, (=)) uniforme- 
monte convergen los se deduce que todas las proposiciones del prece- 
епіс apartado se extienden también a las familias de funciones. 
En particular, es válida la proposición: si las funciones А, (2). 
a< q< b, son analíticas en un recinto G y la familia (F, (2)) es 
uniformemente convergente en el interior de G cuando т tiende a $, 
entonces la función límite F (z) también es analítica en ol recinto G; 
adomás, para cualquier natural k, la familia de derivadas {29 (гуу 
converge uniformemente en ol interior do G hacia la derivada FW (2). 

Como ejemplo de gran importancia, consideremos la integral 
impropia de tipo Cauchy. 

Sea L una curva indolinida: z = А (1), a < t < В, donde A (1) — 
— оо cuando / + В, y supongamos que cada arco suyo finito Ly: 
«<<! ъф, es rectificable. Si y (2) es una función continua, 
dofinida en L, entonces las integrales de tipo Cauchy 

г 1 (4 

Pel) = та Az 
representan unn familia do funciones, definidas у analílicas en cada 
recinto que no conlenga puntos de la curva L. 

Supongamos que esta familia es uniformemente convergente en ol 
interior de cada recinto que no contenga a Jos puntos de la curva L. 


Esto se cumplirá, por ejemplo, si la integral | Ф (€) d£ os sibsoluta- 


monte convergente, es decir, si existe el límite 
tin $ 1е@1&— | 1o |do. 
En efecto, entonces аи egiak conjunto cerrado acotado E que 
no contenga puntos de Ja curva L, tendremos: 
[Fe @—F = 
328 |< zl f 10 Оа} 1000190]. 


tz [Дд 
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donde p es la distancia entro E y L, y, evidentemente, para cual- 
quier e>U se puede señalar un Р (е) <В tal. que para t>P (e) 
y т> В (е) se cumplirá la desigualdad 

[Pe ()— Е. (2) | <e (ZEE). 


En las condiciones impuestas a la familia (2 (2) existirá 
la integral impropia 

1 (LOR 10904 

ni | tz = Элї j Еа ў 


== 


La llamaremos integral impropia de tipo Cauchy a lo largo de la 
curva ilimitada Z o, abroviadamente, integral do tipo Cauchy a lo 
largo de L. Del teorema de Weierstrass, enunciado para cl caso de 
una familia de funciones, se deduce que osta integral representa 
una función analítica F (z) en cada recinto que no contenga puntos 
de la curva 2. 

Del mismo teorema se deduce que la familia de derivadas 


СЕЕ 


también converge uniformemente hacia F™ (z). Росо, por otra parte. 
la convergencia uniforme de esta familia significa quo existe la 
integral impropia 

y) de 
kl $ DE. lim Ss f «оа 


ЭЕ] н р; AN 


Por c 


siguiente, 


anea kl (Фф 
# a f ten: 

Por lo tanto, hemos verificado que las propiedades establecidas 
anteriormente para las integrales de tipo Cauchy, son ciertas también 
para las integrales impropias de tipo Cauchy. 

Estos resultados so extienden también sin cambio alguno al caso 
en que L sea una curva ilimitada, para la cual, no sólo el punto 
final sino también el inicial estén en el infinito, es decir, cuando 
la función z = A (£), definida еп el intervalo a < t < P, satisface 
а Jas condiciones lim А, (0) = li Д А (i) = оо (por ejemplo, L puede 

a 


ser una recta o una parábola). 
Volvamos a examinar el caso general de una sucosión (2, (2)) 
Señalemos que, si la sucesión (4.2:1) es uniformemente convergen- 
te en E, la sucesión de sus módulos {| F, (2) |} también converge 
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umilormemente en #. En efecto: 
1н (1102) I= | Fuso (2) — Pn (3) | 
Por otra parte, si Ф (2) es una función acotada en valor abso- 
huto en Ж; 
[D(H|SM (62), 
y la sucesión (4.2:1) es uniformemente convergente on Z, entonces 


la sucesión {Ф (z)#n(z)} también es uniformemente convergente 
en 


En efecto, si en el conjunto Е para n>N (e) se verifica 
la desigualdad 


(ner (0) 91 у. 


entonces en este conjunto рага los m 
también la desigualdad 


10 (2) Ens (2) 0 (2) En (2) |< 


mos n>N (e) se verifica 


e 
w” e 


Supongamos, finalmente, que las funciones de la sucesión (4.2:1), 
uniformemente convergente en E, están acotados uniformemente 
en valor absoluto en Æ: 


IPn) <M (EEE), n=0, 1, 2, . 
Entonces las sucesiones ([%, (2)]%) (% es un número natural) tam- 


bién convergen nniformemente en È 
En efecto, 


[map (д1' А (д^) — | Intp (2) — Ln (Enp (8) + 
HP nep (UR 07 (|+... 
UP (D) < р (2) — Pn (91. 


Por lo tanto, si 


LAOREET ACIES para n>N (e). 


км 


se tiene 
Meno (ED 1 е para n>N (e), 


von lo cnal queda establecida Ја convergencia uniforme de la suce- 
sión 


{iFa (д)]'). 
La acotación uniforme de los módulos de las Iunciones que tor- 
man una sucesión uniformemente convergente, siempre tiene lugar 
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si Е, (2) son funciones continuas y E es un conjunto cerrado acotado. 
En efecto, F (2) = lim F, (2) es una función continua en Е y, por 


me 
consiguiente, es acotada en valor absoluto: | F (z) | < M’. Tomemos 
e =1, entonces | Fn (2) — F (2) | < 1 para n >N; por lo lanto, 
| Fa (I< IE (0) 141 < М + 1 paran=N+1,N42,... 
Pero cada una de las funciones Р, (2), -. .. Fx (2) también es 
acotada en valor absoluto en E: 


12, (0)1< М  (6=0,4,..., N). 
Haciendo М = тах (Mo, Mi, ..., Мх, M'+1), tendremos: 
|2, (0)1< М, ZEE, n=0, 1, 2,... 


4.3. Demos la definición general de producto infinito e indique- 
mos algunas propiedades. Sea (u,) una sucesión de números comple- 


jos diferentes de cero. Si existe el límite lim 11 и, y este límite и es 
кә 


distinto de coro, se dice que el producto infinito []ш, 
т 


es convergente, у el número и se Пата valor de este pro- 
ducto, designándose así: 


Cuando el límite lim [] и, no existe o existe y es igual a cero 
т 


(siendo los factores distintos de cero), se dirá que el producto 
infinito es divergente. 

Evidentemente, para la convergencia del producto tiene que 
cumplirse la condición necesa; 


lim un 


fa 
Un 


=1 


En electo, si lim [үш = и Æ 0, entonces lim и, = lim 
maroo ” ” 
i 


En virtud de esto, resulta conveniente escribir el término general del 
producto en la forma ua = 1 + va, donde, en el caso de convergen- 
cia, deberá cumplirse la condición necesaria: 


lim v4=0. 
„= 
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Demostremos que el producto infinito ЇЇ (1 + va) es convergente 
cuando, y sólo cuando, converge la serie Y) ln (1 + ba). 
En efecto, la convergencia de la última serie es equivalente a la 
convergencia de las dos series: 
Dn] 1402) y Darg (1401). 


De la convergencia de éstas se deduce que Jas sucesiones 


иаа 


arg (1404) = Ага» Ш (1401) 


А 
son convergentes (aquí Arg, Ша + va)l designa ol valor del argu= 
mento, dado en el primer miembro de la igualdad); por lo tanto, 


converge también la sucesión Ш (1+ 0%), y además, hacia un 


límite u que es distinto de cero, ез decir, el producto infinito os 
convergente. Recíprocamente: si éste es convergente 


Па +0) = и 0, 
entonces existe ol límite 
lim [[114+vx|=|u|=40, 
а-ә 


y, por consiguiente, Іа serie У) 1а |1 4-0% | es сопуетцопіе. Además, 
т 


(убазе el ap. 3.3 del cap. primero), tiene que existir una sucesión. 
de valores 


Arg [A +e] = Жага (14-04) + 2an = qa 
que converge hacia uno de los valores del Arg u (р, son números 


enteros). De la convergencia del producto infinito || (1 + va) sa 
і 
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AS 


deduce que lim (1 + va) = 1, por lo cual, para £ > N, se tiene 
de 
larg (1+ va) |< a 
y 
(фл Pal = [arg (14 ш) + 250 (на — pa) 1 > 20] pari — pa ] 2% 


Por otra parte, lim (фаз — Pa) 
кз» 


0. De aquí se deduco que los 


números enteros no negativos | a+; — pa | tienen que anularse 
«comenzando desde uno de ellos, ез decir, pa = рача ==... 

Por osta razón, no sólo es convergente la sucesión (Фф, }, sino también 
la sucesión 


19, — 2047 2 ағ (1-0), 


«з decir, la serie X) arg (1 + va) es convergente. 
7 


En resumen, ambas series 2 Inji pol y У arg (1 + Va) 


convergen, es decir, converge la serie Ў) In (1 — va), con lo cual 
т 


se termina toda Ја domostración. 
Observando la identidad 


la+) pl Eno), 


sacamos la conclusión, basándose en lo expuesto, de que cuando 
el producto infinito es convergente, se verifica la igualdad 


ўач) = ер лн. (4.3) 


Diremos que ol producto infinito || (1 + va) es absoluta- 
h 
mente convergente, si es absolutamente convergente la 


хоне Уа (1 + va). Como en una serie absolutamente convergente 
1 


se pueden reordenar arbitrariamente Jos términos, sin que se тос 
figue la convergencia de la serie y Ја suma, de la fórmula (4.3:1) 
se deduce que en un producto absolutamente convergente se pueden 
reordenar arbitrariamente los factores, sin que se modifique la 
convergencia del producto y su valor. 
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Observando que 


Һа) Am (ay hn ) 


y que, por consiguiente, para |vr| <- se verifican las desigual- 
dades 


эта) ио) 
<a (а) loh (4.3:2) 


sacamos la conclusión de que la serie У) | ln (1 + va) | será con- 
T 


vergente cuando, y sólo cuando, sea convergente la serie У) | va |. 
1 


En resumen, para que el producto infinito |] (1 + va) sea abso- 
lutamente convergente, es necesario y suficiente que sea absolutamente 
convergente la serie Y vy. 


Sea {va (2)) una sucesión de funcionos uniformes у analíti- 
cas en un recinto G, que no tomen en éste el valor —1. Si la sorio 


Y In И + о (2)1 os uniformemente convergente en el interior del 
T 


= 
recinto б, entonces el producto infinito П И + va (2)] también 


converge en este recinto y, por consiguiente, representa una función 
1 (2) que no se anula. Según la fórmula (4.3:1), / (z) puede expresarse 
en la forma 


16) = exp (2 In [1 + va (2)11 ($.3:3) 
у, por consiguiente, es una función analítica (puesto que la suma 


de la sorie )In [1 - va (2)), uniformemente convergente en el 
т 
interior до G, es una función analítica). 


Demostremos que el producto Пи + va (2)] es uniforme- 
mente convergente en el interior de G, es decir, que la sucesión 
я 
11 + va (21) es uniformeménte convergento. 

‹ 


101190 
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En efecto, sca F un conjunto cerrado y acotado de puntos del 
recinto G, M = max | f (z) | y e un número positivo arbitrario, menor 
que M. En virtud de la convergencia uniforme de la serie 


Y In [4 + va (д), se tiene: 
T 


<4 para n>N (e), 26. 


[S ио (|< 
“ 
Por consiguiente, 


[10 [Lu+ac] Je (3) (3)]= 
| (llar) 


ler lar) + ]< 


«(ара )=e 


para n>N (e) en todos los puntos del conjunto F, con lo cual 
queda domostrada la convergencia uniforme del producto infinito. 
Debido a la desigualdad 


ао (Тоа (@, 


que se cumple si [о (3) | <<, la serie Y) ln И + va (2)] sorá abso- 
a 

luta y uniformemente convergente en el interior de G, si existe una 

serie convergente X) e, de términos constantes y positivos, tal que 


| vn (2) | < er, comenzando desde un valor suficientemente grande 
k> К, en todos los puntos del recinto G. De aquí se deduce que, 
рага que el producto infinito 


ro. 


sea absoluta y uniformemente convergente en el interior de un recinto 
G y, por consiguiente, represente en el mismo una función analítica 
$ (2) que no se anule, es suficiente que desde un valor k > K en adelante, 
en todo el recinto G se cumplan las desigualdades 


(or (2) |< es 
donde en son los términos de una serie convergente. 
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Claro está, la condición enunciada no es necesaria рага la con- 
vergencia uniforme del producto. 

Ampliemos, finalmente, la clase de productos infinitos, permi- 
tiendo también aquellos que poseen un número finito de factores 
(uno o más) nulos. Si ny > 1 es el índice, comenzando desdo el cual 
todos los términos del producto son distintos de cero, entonces al 


producto ИЕ llamaremos convergente cuando, у sólo cuando, sea 


convergente el producto infinito de factores distintos de cero [| un. 
mo 


El valor de todo el producto infinito será el número 0: 
m n m-i n 
Ги lim рок == lim (П Па) =0. 
гете н» у а 


Teniendo en cuenta esta generalización del concepto de producto 
infinito convergente, se puede enunciar la siguiente proposición: 

Un producto infinito se anula cuando, y sólo cuando, se anula al 
mehos uno de sus factores. 


Particularmente importantes son los productos infinitos de la 


forma I 1 (5), donde /, (2) (К = 1. 2, . . .) son funciones analíticas 


quo pueden anularse en algunos puntos del recinto dado G. Aquí 
so considerarán tales productos en las sigwientes condiciones: 

a) cada conjunto cerrado y acotado F с G puede contener sola- 
mento un conjunto finito de puntos en los cuales se anulan las 
funciones de la sucesión {fn (2)); 

b) para cada conjunto cerrado y acotado F < G existo un núme- 


ro natural n (Р) > 1 tal, que para k > п (F) ninguna de las funcio- 
nes fa (2) se anula en los puntos del conjunto F. 


El lector comprobará fácilmente que estas condiciones equivalen 
a Jas siguientes: 


2) el conjunto E de puntos, en los cuales se anula al menos una 


de las funciones fa (2). no tiene puntos de acumulación en el interior 
de G; 


D’) en cada punto de E solamente se anula un úmero finito de 
funciones (fa (2). 
Supongamos también que se cumple la condición с): la serie 
У) Inf, (2) converge uniformemente en cada conjunto cerrado y aco- 
mr 
tado F perteneciente a G. Entonces el producto у fa (2) es uniforme- 
пЁ 


19+ 
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monte convergente en F, es decir, es uniformemente convergente la 


sucesión A, dna) (n>n (Р) + 1). 


(Р) 
Como la función | fx (2) escontinua еп Ё, estará acotada en valor 


absoluto y, por consiguiente, la sucesión de funciones 


йһ®-1[ һө no 


también será uniformemente convergente en Ё. 
Resumiendo, de las hipótesis hechas respecto {fn (2)) se deduce que 


el producto infinito ўї Ín (2) es uniformemente convergente еп el interior 


de (+. Por consiguiente, éste representa en este recinto una función ana- 
lítica 


ta-n, 


que se anula en aquellos puntos de G, y sólo en aquellos, en los cuales 
se anula al menos una de las funciones fa (2). 


$ 5. SERIES DE POTENCIAS. RELACION CON LAS 
SERIES DE FOURIER. DESARROLLO DE UNA FUNCION 
ANALITICA EN SERIE DE POTENCIAS 


5.1. Las series de la forma 
M9 a1(3—20) + 02(2— 2)... 4 аһ (2—2) +., (5.1:1) 


donde do, 41, ..., аһ, +. -, 20 SON unos números complejos dados, 
se llaman series de potencias. Estas forman la clase de 
series de funciones analíticas más simple y a la vez más importante. 
El siguiente teorema da una idea completa del campo de convergen- 
cia de las serios de potencias. 
Teorema de Cauchy-Hadamard. Soa A= 
mV | а„ |. Entonces, si A = оо, la serie (5.1:1) es convergente 
en el único punto z = то; si 0 < A < оо, la serie es absolutamente 


convergente en el círculo | z — zo | < < y ев divergente en el exterior 


de este circulo; finalmente, si A = 0, la serie es absolutamente conver- 
gente en todo el plano 

De este modo, cuando O<A< о, existe un círculo con el 
centro en el punto 2 = те, en el interior del cual la serie es absoluta- 
mente convergente y en el exterior del cual la serie es divergente. 
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Este se Пата círculo de convergencia de la 


serie de potencias y su radio R = +, radio de conver- 


gencia de la misma. Los casos A = co, y A = 0 зе pueden considerar 
como casos límites. En el primero de ellos el círculo de convergencia 
se reduce a un punto г, y su radio R es igual a сого. En ol segundo, 
el círculo de convergencia se oxtiendo а todo el plano, de modo que 
sc puede considerar que su radio es igual a оо. Llamando en los tres 
casos al número R radio de convergencia de la serie de potencias, el 
contenido de la fórmula de Cauchy-Hadamard puede expresarse 
por la fórmula 


4 R=4. (5.1:2) 


Esta última зе Шаша fórmula de Cauchy- Hada- 
ma 
Ho aquí la demostración del teorema. Considoramos tres casos: 
а) А = оо. En este caso, para cualquier 2 7 2, cxistirá un 
conjunto infinito de valores n = na, para los cuales 


1 


Van, > 


zo 


Pero de aquí se deduce que | an, (z — 20)? | > 1 y en ningún punto 


2 56 zp so cumplo la condición necesaria рага la convergencia de la 
serie (5.4:4): lim a, (2 — 20)" = 0. Por lo tanto, cuando А = оо, 


пе 
la serie (5.1:1) converge solamente en el único punto: 2 = 20. 
b) 0 < А < œ. Tomemos primero un punto 2 en el interior del 


círculo |z—20 | <- y sea |а | = 52, donde 0<0<1 
(en el punto 2 = 2, la convergencia del la serie es ovidente). Como 


TT т-р = 4 > А, todos los valores de Ў Тан |, comenzando 'desdo 


uno de ы en adelante, tienen que ser menores que A Por 
esta razón, comenzando desde cierto n, los módulos de todos los tér- 
minos de la serje (5.1:1) satisiacen а la desigualdad 
[а (2— 2)" | <0", 

y como la serie 1 -+8 +... + ®*--... es convergente, la sorie 
(5.1:1) sorá absolutamente convergente en todo punto z situado en 
el interior dol círculo |z— zo | <<. 

Supongamos ahora que z está situado en el exterior de este circu- 
lo. Entonces A > -zy У, por consiguiente, existirá un conjunto 
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infinito de valores т = ny, para los cuales 


3 7 
Vanl > qT: 
Pero de aquíjse deduce que | an, (2 — 29)”* | > 1, es decir, la con- 
dición necesaria рага la convergencia de la serie (5.1:1): 
lim a, (z — 2)" = 0, no se cumple en ningún punto que esté situado 
= 
en el exterior del círculo | z — zo | < +- 
c) А = 0. Para cualquier z + г, у 0 < 0 << 1, la desigualdad 


ae zh 


se cumplirá comenzando desde valores suficiontomente grandos de 
п en adelanto, Por consiguiente, comenzando desde cierto n, los 
módulos de todos los términos de la serie (5.1:1) satisfacen a las 
desigualdades 


[an (2— 20)" |9", 
de dondo se deduce la convergencia absoluta de la serie (5.1:1) en 
cualquier punto del plano. 
Para las aplicacionos de la fórmula de Cauchy-Hadamard, en 
muchos casos suele ser útil la relación siguiente: 


Para demostrarla, observemos que 


nama 
у" + ds 
de donde se deduce que 


nè 


ты <=. 38 
Si Es RS (Ей t: 


"ent [+ 


у, рог otra par A 


oJen. 


Así, pues, 


1 э 


deit, 
de donde resulta lo que se КЕЧ 
+) En ol cap. séptimo obtendremos una rotación de la cual se deduce que 


HZ dea) 


na 
donde 2, —> 0 cuando n Liende al infinito. 
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Aplicando la fórmula de Cauchy-Hadamard el lector comprobará 
fácilmente que los radios de convergencia de las serios 


a) Sas, b) se pa o) Jhr, a) Nue 
т T П т 


В 4 Р 
sou iguales а: 1, —, оо, 0, respoctivamente. 
lin muchos casos resulta conveniente determinar el radio de 


enuvergencia de una serie de potencias mediante el criterio de D'Alom- 
bert. Así, en el ejemplo b) el módulo de la razón de un término al 


anterior es igual a (4-4 £)" 121 y, por consiguiento, tiendo al 
límite e | z | cuando п tiende al infinito. De aquí se deduce que la 
serio os absolutamonto convergente si |z | << 1. y es divergente si 


b Р Р | 1 
[2 | >, os decir, su radio de convergoncia es igual a 2. 
Sa 
Examinemos también el ejemplo de la serie Dr- Aquí los 
т 


coolicientes ад son iguales a O si n= К, e iguales а è si n = kê, 
De aquí que 


Tm Val- е }/ EL 


y el radio de convergencia es igual a 1. El módulo do la razón de un 
ТП 

término al anterior es, en este caso, igual a LEM y, por consi- 
guiento, tiende a cero si |z | < 1, y tiendo al infinito si |z | > 1. 
De aquí que el radio de convergencia do la serie es de nuevo 
igual а 1. 

A continuación consideraremos las sorios de potencias para las 
cuales R > 0, es decir, A < оо. Dela igualdad de Cauchy-Hadamard 


VTanl==+F 
sacamos la conclusión de que para cualquier e>0 (e < A) 


[an |< 


= рата n>N (e) (5.4:3) 
м R< o, y 

Jan|<e” para n>N (e) (5.1:4) 
si R — оо. 
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En resumen, los coeficientes de una serio de potencias cuyo radio 
de convergencia sea mayor que cero, crecen con una rapidez no mayor 


que una progresión geométrica de razón 51 (R < оо) o e (R = 
R—e 


= оо), donde e es un número positivo arbitrariamente pequeño. 

Del teorema de Cauchy-Hadamard, como consecuencia, so deduce 
el siguiente: 

Primer teorema de Abel, Sila serie (5.1:1) converge 
en un punto 2, =% Zo, entonces converge absolutamente en el interior 
de la circunferencia con el centro en то, que pasa por el punto тл. 

En efecto, de la convergencia de la serie (5.1:1) en el punto z; + 
Æ zo se deduce, en primer lugar, que su radio de convergencia es 
mayor que cero (posiblemente, es infinito), y, en segundo lugar, que 
Z, está situado en ol interior о en la frontera del círculo de convergon- 
cia (en todo punto exterior al círculo do convergencia la serie de 
potencias es divergente). Por esta razón, el círculo |2 — zo | < 
< | ж — Zo | ез una parte de todo el círculo de convergencia o coin- 
cide con el mismo; de esto se deduce que la seric оз absolutamente 
convergente en tal círculo. 

Demostremos ahora que la serie de potencias es 
uniformemente convergente en el interior de su 
círculo de convergencia | 2 — zo | < R. Evidentemente, es suficiente 
demostrar que la serie es uniformemente convergente еп todo círculo 
cerrado |z — zo |< гт < А. En efecto, cualquior conjunto cerrado 
y acotado Р, perteneciente al círculo de convergencia, estará conte- 
nido en ol círculo |z — zo |< r para г suficientemente próximo 
a R. 
‘Tomemos en el círculo de convergencia un punto £ situado еп el 
exterior de la circunferencia |z — 20| = r, r < | 6 — zo | =p < 
< R. En este punto la serie (5.1:1) tiene que ser absolutamente con- 
vergente: 


Š lalit- Зе < ooe 
с > 


Como en cada punto del círculo cerrado |z—z| «<r se cumple la 
desigualdad 
|an (2— 25)" | < | an Гр", 

por el criterio de comparación de las series deducimos quo la serio 
(5.1:1)]es uniformemente convergente en cada círculo |z—zo |< 
< r< R, con lo cual se termina la demostración. 

Obsérvese que aquí no se afirmaba que la seric de potencias es 
uniformemente convergente en su círculo de convergencia. En efecto, 
en el ap. 4.1 se había demostrado que la progresión geométrica 


1++4-+...-+1:°-4..., 
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que, ovidentemente, reprosenta una serio de potencias con el radio 
de convergencia igual a uno, no converge uniformemente en el círculo 
unidad, es docir, en su círculo de convergencia. 
5.2. Goma la serie de potencias 
LA (3—2) 4... Бам (2 E (5.2:1) 
es una serie de funciones analíticas uniformemente convergente en 
el interior del recinto K: |z — Zo | < R (А > 0), puede aplicarse 
el teorema do Weierstrass del ap. 4.1. Por consiguiente, la suma 
1 (2) de la serie de potencias es una función analítica en el círculo 
K y su derivada de orden cualquiera k puede obtenerse derivando 
término a término la serie (5.2:1): 
1% (2) = klart (k+ 1)k ... Заһа (3—2) + 
+n i) n. (M—k-+1)an(a—2 tt... (5.2:2) 
Haciendo aquí z= 2, resulta 


1% (o) = аһ, 


de donde ч 
аһ =) (k=4,2,...,1,...). (5.2:3) 
Evidentemente, las fórmulas obtenidas son válidas también 
para k == 0, lo cual se obtiene inmediatamente do la serie gaa 


рага 2 = zp. Poniendo en la expresión (5.2:1) los valores hallados 
de los coeficientes, tendremos: 


1@= /@)+{® (аа)... +" a. (5.24) 


La sorie que figura en el segundo miembro se llama Serio de 
Taylor de la función f (2). Por consiguiente, queda demostrado 
que toda serie de potencias es la serie de Taylor para su suma / (2). 

Supongamos que las sumas de dos series de potencias 


Aot А, (2—20) + A2(3— 20) 4... + А„(@&—)"-Ь... (5.2:5) 


Bot B, (2—2) + Bolio + ... Б„(а@—щ)"+... (5.26) 


con los radios positivos de convergencia Р, y Ro, coinciden en un 
entorno del punto 2, es decir, 


Aot А, (2—20) + Ar (2204 0... = 
o+ В, (220) В. (2— 65)... 


si [2—20] <. Designando con Е (2) el valor común de estas series, 
tendremos según las fórmulas (5.2:3): 


Ao=Bo=P (г), 4=B, 00, en AB E, ж 
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Por lo tanto, los coeficientes correspondientes de las series у, por 
consiguiente, sus radios de convergencia R, y Аз, coinciden; las 
series son idénticas. Hemos obtenido el teorema de unicidad 
del desarrollo en serie de potencias *) 

Teorema. De la coincidencia de las sumas de dos series de 
potencias en un entorno del punto zo se deduce la igualdad de los coefi- 
cientes de las mismas potencias de 2 — 10. 

En el teorema es esencial que zp es el mismo para ambas series. 
Señalemos que este teorema puede enunciarse del modo siguiente: 
solamente puede existir una serie de potencias de (2 — 24) que lenga una 
suma dada en un entorno del punio ze. 

Este enunciado explica la misma donominació 
teorema de unicidad. 

Como ilustración de la propiedad demostrada, cxaminemos la 
forma de las series de potencias de z que representan funciones pares 
е impares de z, respectivamente. 

Sea f (2) = ао + az + аз? т... + ам" q. «+ y SUPONGAMOS 
primoro que f(z) es uma Jonción par, ез decir, f (—2) = / (2). 
Entonces, sustituyendo z por —z, tendremos: 


1 (-2= аааз... HIA "H 


Como, рог la hipótesis, las sumas de estas dos series coinciden, 
en virtud del teorema do identidad, resulta: 


an=(—1)"an (n=0, 1, 2, 
de donde para n impar 


n del teorema: 


(m=0, 1, 2....). 


En resumon, si la suma do una serie de potencias es una función 
par, todos los coeficientes de potencias impares de z tienen que ser 
iguales a cero y, por consiguiente, el desarrollo de f (2) es de la forma 


Ho) tara Hanah 


Análogamente, si f (2) es una función impar, es decir, / (—2) = 

— f (2), resulta que todos los coeficientes de potencias pares de z 
tienen que ser iguales a cero, de modo que el desarrollo de f (2) es 
de la forma 


азы = —@т+н, о bien domi = 


1@) = а21- аз"... H aom 


Para que el lector comprenda que el teorema de idontidad no se 
puedo considerar por sí mismo evidente, enunciemos la propiedad de 
identidad para las series en forma general. Se dirá que un desarrollo 


) En los libros de matemáticas españoles suele llamarse teorema (o prin- 
cipio) de identidad. (Vota del Т.) 


$ 5. SERIES DE POTENCIAS. RELACION CON LAS SERIES DE FOURIER 299 


en serie 
Дафо (2) + Arpi (2) +... + Аф (2) +... 
sogún las funciones dadas 
фо (2), Фф (2). >... фа (2), --. 


posee la propiedad de identidad еп un conjunto E, si de la coinci- 
dencia de las sumas de dos series 


Aopo (2) + Ааф: (E) +++ Ann (24 ++, 
Bol) Вир, (2)-+...-_ В„ф„ (+A. 


convergentes en oste conjunto, se deduce Ja igualdad de Jos coofi- 
cientes correspondientes: 


A=Bo A=B ..., An Ва, 0 
Escribiendo la relación 
Ago (2) + Apr (2) +... Ааф (2) 4... = 
= Bopo (2) + Bigi (2) — + Вафа (2) +... 
чп la forma 
Copo (2) + Сира (2) + >>> + Соф» (2) -+ 


donde 

Co= Аъ Bo, Сү= A —By, Cr А„—В„...., 
puede enunciarse la propiedad de identidad de otro modo: los de- 
sarrollos en series de funcionos {pn (2) poseen la propiedad de identi- 
dad en un conjunto Ё, si de la anulación de la suma de Ja serie para 


todos los puntos z pertenecientes а Æ, so deduce que todos los coofi- 
cientes do la sorie son iguales a cero: 


G=C =...=Cp=...==U. 
Como se demostró, los desarrollos en series de las funciones 
Фп (2) =(2—2)"(1=0,1,2,3, ...) poseen la propiedad de identi- 
dad en cualquier círculo con el contro en сь. Tomando, por ejemplo, 
pa=1, ф(ф=#—1. pEr a фа) 09—07, ..., 
гта que la propiedad do identidad по se cumple en el círculo 
2|<t. 

En ofecto, para la serie 

Фо (2) + Ф (2)... H Pa (2) do. 
iontes son distintos de сего (C)=C,=C¿= 
=1), la suma parcial 
Фо (2) + Pi a a) 146 (2—1) 4 + (271) 


cuyos coel 
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es igual а z”, y como рага |2 | < 1: lim 2" = 0, la serie dada es 


eco 
convergente en el interior del círculo |z |< 1 (y además, unifor- 
momente) y su suma es igual a cero. 

De aquí se deduce que, si la serie de funciones (qn (2)): 


Aopo (2) + Api (2) +... Ap (3) + -a 


es convergente on el interior del círculo | z | < 1 y su suma es F (2), 
entonces todas las series 


(Ao tA) Фо (2) + (414-2) pi (D+ - - -H (An 4А) Pa (H-a 


donde A es un número complejo arbitrario, también son convergentes 
en el interior del círculo | 2 |< 1 y poseen una misma suma F (2). 
En resumen, las sumas de dos series de funciones de un sistema 
{pn (2)) pueden coincidir, a pesar de que ninguno de los coeficientes 
de una serie esigual al coeficiente correspondiente de la otra. 

El método de los coeficientes indeter- 
minados está basado en la propiedad de identidad de los desarro- 
Поз en serie de funciones de un sistema dado (q, (2))- 

Si los coeficientes de una serie convergente 


Ao (2) + Аф (4)... + Ann (2) H 


son desconocidos («coeficientes indetorminados») у si mediante 
ciertas operaciones efectuadas sobre esta serie y unas sories dadas, 
resulta una relación de la forma 


Copo (2) + Саф, (2) + - +. +Cnpn (2) +... =0, 
cuyos cooficientes representan unas combinaciones determinadas de 
las incógnitas Ao, Aj, ..., An, .. . Y Otros números dados, enton- 


cos, según la propiedad de identidad se obtiene un sistema infinito 
de ecuaciones: 


С,=0, С,=0,..., С,=0,... 


Esto último sistema puedo servir para buscar los coeficientes Ao, 
Aj + --+ An- En adelante emplearemos este método para dividir 
las series do potencias. 

En el caso más sencillo, cuando las series de potencias (5.2:5) 
y (5.2:6) se reducen a polinomios 


Aot A+... HA2 y Bot Bit... t Ва", 


para aplicar el teorema de identidad no es necesario que se sepa que 
los valores de estos polinomios coinciden para todos los puntos 
z pertonccientes a cierto círculo. Si se conoce que los grados de los 
polinomios no superan a cierto número natural № (n < Ny m < №), 
entonces, de la coincidencia de los valores de los polinomios еп N +4 
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puntos distintos se deduce que los grados de estos polinomios son 
iguales (n = m) y que los coeficientes correspondientes son iguales 
dos a dos: 


A=B» Ai=Bw..., Arn=Bn: 


Para las series de potencias (que en cierto sentido pueden consi- 
derarse como un género de «polinomios de grado indofinidamente 
grande») se puede deducir la igualdad de los coeficientes solamente 
cuando coinciden las sumas de las series en un conjunto infinito 
de puntos. No obstante, no hay necesidad de que se sepa que coinci- 
den las sumas de las series en todos los puntos de cierto círculo 
(precisamente esto so suponía cuando se demostraba el teorema de 
identidad para las series de potencias). Es suficiente sabor que las 
series (5.2:5) y (5.2:6) coinciden en un conjunto de puntos con el 


punto de acumulación zo (por cjemplo, en el conjunto de puntos 


в = 20 + $ (n = 4,2, 3, . . .)) - Precisamonte, subsiste el siguien- 


te teorema, que os una generalización dol pripcipio do identidad 
domostrado. 
Si las sumas de dos series de potencias 


Aot As (2—2) +... + An (2—0) + 


Bo+ В, (2—20) +... Bn (82) +... 


coinciden en un conjunto de puntos E, para el cual 20 es un punto 
de acumulación, entonces los coeficientes de estas series son iguales 
entre sí, es decir, 


&=Вь А,= В, ..., An= Bn ... 


Demostración. Sea (2,} alguna sucesión de puntos del con- 
junto E, distintos de 20, convergente hacia ®: lim zn= 25. 


De Ja subsistencia de la igualdad igi 
Ao + А‹ (Zn —20) + А (а — 2)? +... = 
= Bo+ B; ь—)-Е Ba (ь—щ)@4-..., (5.2:7) 


para cualquier п (n = 1, 2, 3, ...), y teniendo en cuenta que la 
suma de la sorie de potencias es continua on el interior del círculo 
de convergencia, sacamos la conclusión de que 


Ay» lim [4+ As (en —20) + Az (ĉn — z) + - 
= lim (Bo+ В, (и —20) + Ba len —20)*+ ~ 


=B, 
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о sea, 
A=B 
De aquí se deduce que 
Ay (En а) А аа)... Blin — 20) + В, (а)... 
para n= 4, 2, 3, ... y como 2,20, resulta 


А+ А (22—50) +... = B, + В, (2-20) +... 
para cualquier z. Pasando de nuevo a límites рага n — оо, obtenemos: 
A=B, 
Supongamos que, en general, ya se han demostrado las igualdades 
A=Bo А,=В‹,..., Аа Bre 
Entonces de Ja igualdad (5.2:7) se deduce que para cualquier т 
{з= 1,2,3,...) 
Алы (Za— ®)**1 + Ал („— 20)? 
= Brys (en — 20 + Brya (Zama) n py 
о bien, simplificando por (2, — zp)" = 0 y pasando a límites para 
п оо, Axı = Bn41. Con esto el teorema queda demostrado. 
5.3. Cerciorómonos de que la serie de potencias puede considerar- 
se como cierta analogía de la serie de Fourier para la función f (2). 
Con esto fin, observemos que las potencias (2 — zp)” poseenla siguien- 
le propiedad de ortogonalidad en cada cir- 
cunferecia |2 — 20| = р: 
2x 
\ (2 2)" GTa d= para nm. (5.3:1) 
э 
En efecto, haciendo z= 2) +pe'0, tendremos: 


(2— 2)" (2 у" = pnei nmo 


y, por consiguiente, 
Е 


Гоа 


¿m0 La 


Сат) lo = 


Supongamos que р salisface a las condiciones: 0 < p < А (Л оз 
el radio de convergencia de la serie). Como la serie de potencias es 
uniformemente convergente en la circunferencia | 5 — z 0 | 
siluada en el círculo de convergencia К, en la misma circunferencia 
también será uniformemente convergente la serie 


TO Ez)" = ao 8)" +... H an (620) (20 "+... 
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Integrándola término a término y teniendo en cuenta la relación 
de ortogonalidad (5.3:1), tendremos: 


o а 
{Са | (6—2) =)" 40 2р. 
3 ? 
Do aquí que 
2a 
an= зуя | О ы" Ө (т=0,1,2,...), (58: 


y, por consiguiente, la serie de potencias puede escribirse on la 
forma 


a e 
O= Dl [OT (a "o (5333) 
0 v 


Así, pues. la serie de potencias ropresonta el desarrollo de Ja 
Iunción f (2) en serie de polinomios ((z — 2,)"), ortogonales on cada 
circunferencia con el centro en el punto zp. 

Como una de las aplicaciones de las relaciones de ortogonalidad 
(5.3:1) se tiene: 


з | [Donar pa 
2л п 


-x| 2 а 2—2)" 8% аһ 20)" d0 = 


2a n 


Ef D ойна) Ea" d 


Ù h, með 


za 
th У an | (2—2) (2 2)" do = Flo. [pam 
(к 
(Todas las integrales, correspondientes a & 52 т, son nulas 
( ед! 
En resumen, 


ES] Ўта Y an ppr" 
° П 


Suponiendo aquí р < А, pasemos a límites рага љ > оо. Como 
la sucosión 


(Žan c=" 


T 
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está formada por funciones continuas y es uniformemente convergen- 
te on la circunferencia |2 — д, | =P, la sucesión de funciones 


я 
continuas {| Han (€ — zo)" 1) será unilormemento convergente 
T 


en la misma circunferencia (véase la observación al final dol ap. 4.2). 
Por consiguiente, es posible el paso al límite bajo el signo integral 
(correspondiente en el caso de las series a la integración término 
a término), obteniendo: 

2x 


эк реб) ао = 
3 
А 
= q ИРЕ Pao ант", 
Ч 


De aquí se deduce, en primer lugar, que la serie Šijan рр" 
5 
es convergente y, en segundo lugar, que su suma es igual а la 
ч 


integral э. | |/ (8) | do: 
è 


Sion Гр" = ү |/ (Co + ре'®) |? do. (5.3:4) 


ig 


Esta relación os análoga а la igualdad do Parseval on Ja tooría 
de las series de Fouciar. De la relación (5.3:4) вә deduco que la inte- 
gral 


= 
эк | I Eo ре ®)үр d0, 
3 


quo representa el valor medio del cuadrado del módulo de la fun- 
ción analítica f(z) en la circunferencia |2—20|-== р, es una fun- 
ción no decreciente de p. Por consiguionte, siempre existe el limito 
(finito o infinito) 


lim gr | |7 (eo + рев) |? do, 


Transformemos la expresión (5.3:2) de los coeficientes de Ја sorie de 
potencias. Con este fin, hagamos [—2¿=pe'?; entonces tendremos: 


2a 
=p {1 Ое ав. (5.3:5) 
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Por otra parte, según el teorema integral de Cauchy: 
2л 


f FO Ga d=0 (m>1), 
o bien, 
РА 
| 0) ptet n- өріеї дө — 0, 
0 
y, finalmente, 


2л 
1 


TS (5.3:6) 
ў 


Sumando y restando (5.3:5) y (5.3:6), obtenemos: 
за 
f 1) son m0 40 (m>1). (5.3:7) 


0 


2n 
1 
am = 35m | f ($) cos mô d0 = 
A] : 
Sen 
ам=вы+м у f(E)= u (p. Ө) + iv (p, 0); 


entonces de las fórmulas (5.3:7) hallamos: 
la 2л 


а fa (р, 8) соз тё 40 = | v (р, 0) sen m0 40, 
(m>1) 
25 2л 
PBn=- | v (p. 0) cos mO d0 = E u (p, 0) son m0 20. 
d 


Además, la fórmula (5.3:5) para m=0 da: 
2л la 
1 1 
a= | u(p,0)40, = у | о0о, 0) 46. 

De aquí se deduce que los números од, рта y — "Ва (m=1, 2, ...) 
son los coeficientes do Fonrier de la función u (p, 0) = Re f (29 $ ре) 
у los números Bo, P"Bm y P"%m, los coeficientes de Fourier de la 
función v (р, Ө) = Im f (z + pe'®). 

En otras palabras, las funciones u(p,0) y v(p, 0) poseen do- 
sarrollos de Fourier conjugados: 


u (p, б) ~ ao Ў p" (а„ сов тё — Bm sen m8), 
т 


о (р, 0) —Bo+ Ўр" (Bm cos mO) + 0% sen m0). 
20—1199 * 


306 CAP. 1M INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


Separando las partes real e imaginaria en Ja serio de potencias 


7 (2o-+ ре) = и (p, 0) + iv (p, 0) = 


= > аһ (2— 29)" = 2 (а + in) p" (cos mO + ¿sen m0) 


resultan estas mismas sories: 
1 (p, 0) = ao Ў (Emp cos тӨ — Вр" зеп m0), 
T 


1 (5.3:9) 
vp, 0) — Bo + 2 (Bmp” соз mO -+ ap" son m0). 


En en, las partes real e imaginaria de una serie de poten- 
cias son las series de Fourier pora las partes real е imaginaria 
de su suma. Eslus series son cunjugadas entre sí. 

Demostremos también cómo se puede obtener de la igualdad 

la igualdad de Parsoval para las funciones u (p, 0) у 2 (0, 0). 
Observando que 


1/ (Za + ре!) [2 = [и (p, 0)1% -+ Lo (о, 01%. 
representemos (5.3:4) en la forma 


эл 2a A 
ж | (р, 091% 004 у. { Те (р, 001 40 = У [am |р", (53:10) 
è х П 


Рог otra parte, fácilmente se puede obtener una relación que exprese 
үн > 

шө. Ога y ¿7 | үь(р, буга, 

amos que la media aritmética de Jos valores que toma 


n analítica [f (29 + pet0)]2 en la circunferencia |2— 20| = p, 
coincidir con su valor en el centro de la cireunforencia 


la diferencia de las integrales 


2л 


зк | I Eo pet) d0 = |/ (ы. (5.890) 
? 
Obsorvando que 


П (Zo = ре“®)]# = fu (o, 9)12— Го (p. 0)1° 4- 2iu (p, 0) v (p, Ө), 
П (20) 1* == ар = с — Pi 2i0ofo, 
y separando las partes reales en la igualdad (5. 


оо. 0) 40 = 02— 


:14), obtenemos 
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Sumando y restando término a término (5.3:10) y (5.3:12), 
hallamos: 


эл = > 
-к | [e (p, 0) d0=03—Pi+ J) | am ре" = 208 Y (a + Ba) р", 
7 


v v 


tu о em 
2 | te (p, 001249 = 0—04 +) |а„ [з — 28E- D) (Pi, + añ) ра". 
í П п 


Evidentemente, las relaciones obtenidas representan las igual- 
dades de Parseval para las funciones u (p, 0) y v(p, 0). 

5.4. En cl ap. 5.2 se obtuvo la exprosión de los coeficientes 
vie de potencias mediante las derivadas de su suma en el 
centro dol círculo de convergencia K: 

10% Go) 
т 


аа 


(п:=0,4.2, ...). 


Poro еп el ар. 3.2 se vio que para cualquier р, 0<<р< R, los 
módulos de Jas derivadas satisfacen a Jas desigualdades 


ni (aa) Lac М 
|/ (zo) [521 p 


donde M (p)= max |7(2)]. De aquí se deducen las siguientes 
2-20 =p 


desigualdades de Cauchy para los coeficientes 
de Та soric de potencias (acotación de Cauchy): 


По e01, 2a) (5.441) 
Do las de 


igualdades de Cauchy se deduce que todos los térmi- 
nos de la serio |а, рз" están acotados; precisamente, сайа uno 
de ellos no es superior а (M (p)12. Sin embargo, la relación (5.3:4) 
permite afirmar mucho más. Resulta que la serie ўла, pt” es con- 


vergente (para p< R) y su suma no es superior а la misma cola 
IM (р)1#. En efecto, se tiene: 


2a 


m ( 1A 6-е) jè d0. 


Pero 


эт { 17064 pe'®) |2 48 < [M (руг, 


g 
20% 
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por consiguiente, 


2 lan |ёр?" < IM (p)1°. (5.417) 
Suponiendo que рага cierto n=ny>0 y рага р, 0<р-< Я, 
en las desigualdades de Cauchy se verifica la igualdad 


=M W) 
lanl = o , 


о bien 


| ana Ep? = [М (р) 


de la desigualdad (5.4:1) sacamos la conclusión de que todos los 
para nsn, son iguales а coro. Esto significa 
que la serio de potencias se reduce а uno de sus términos an," y, 
por consiguiente, 


1@ = а". 

En resumen, extuyendo ol caso еп que la serio de potencias 
se reduzca a uno de sus términos (los coeficientes de todos los demás 
términos son ceros), en las relaciones (5.4:1) las desigualdades 
siempre son estrictas. En particular, para љ == 0, resulta 

lao] = 17 691 М (0), si f (2) = ao 
es decir, cl principio del módulo máximo en su forma definitiva 
para la suma de la serie de potencias. 


Como las derivadas de una función analítica pueden expresarse 
según las fórmulas del ap. 3.2 en forma de integrales 


measa OS 
I-is 


ara los coeficientes de la sorio de potencias se verifican también 
las siguientes expresiones integrales: 


4 (9 5 
= f a (2=0,1,2,...). (54:3 
16—201=0. 


Domostremos que estas fórmulas pueden obtenerse directamente 
examinando la serie de potencias. Para esto multipliquemos todos 
los términos de la serie 


10-222)" 
uniformemente convergente en la circunferencia |¿—2p|-p, por 
1 


n=" © integremos término a término sobre la cireunfe- 
== 
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rencia ү:| — | =p; obtenemos: 
1 E Sat © j 
ят | rs D angg | је. (5413) 
y о Y 


Poro 
эл 


ш 
f атта | pron=tatm=n=0 Op; дё ig TS 
y è d 


si mn, esta integral es, evidentemente, igual a cero: 


„з А ¿ma 10 за 
igran | emm i0 do = gpn 48 
t 
si т=п, ésta es igual a 2л: 
эп 
i | а0 = 2лі. 


Do aquí se deduce que todos los términos de la suma en c) se- 
gundo miembro de la fórmula (5.4:3), menos uno, correspondiente 
a m=n, son iguales a cero, y obtonemos: 


эт | трол  (n=0,1,2....). 


6—20 
y 


es decir, las fórmulas (5.4:2). 

Aplicando las expresiones integrales de los coeficientes, que 
acabamos de obtener sin basarse en la fórmula integral de Cauchy, 
se puede dar una demostración de la fórmula integral de Cauchy 
para la función f (2) (la suma de la serie de potencias), distinta de la 
expuesta anteriormente (ар. 3.1). Pongamos la expresión (5.4:2) 
en la serie de potencias. Tendremos: 


1т@= з | Br te-a)". (5.4:4) 

CI 
La serie que figura en el segundo miembro puede obtenerse integrando 
término a término la serie У) 51:7 (0) £=2%,, la cual con- 


са", 


0 
verge uniformemente еп la circunferencia y: |$ — ze | = p, si z ез 
un punto fijo situado en ol interior de y. En efecto, para el módulo 
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del término general de la serie se tiene la cota 
1 2—30)" 1M0 zol ү" 
AA (ol S] ( P ) $ 


dondo M (р) = max |f (у) | y |2 — zo | < p. Pero, evidentemente 
en el segundo miembro figura el término general de una serie numé- 


rica convergente (una progresión geométrica con la razón 


< 1), de dondo so deduce la convergencia uniforme de la serie consi- 
derada. Por esta razón, el resultado de la integración término a tér- 
mino de esta serie tiene que coincidir con la integral de la suma do 
la serie, y obtenemos: 


103 
7 


y 


Esta ез la fórmula íntegra) de Cauchy para la suma de la serio 
de potencias. 

Así, pues, la fórmula integral de Cauchy puede obtenerso de la 
serio de potencias representando sus coeficientes en forma de integra- 
les, sustituyendo después la suma de las integrales de los términos 
de la serie uniformemente convergente por la integral de la suma 
y finalmente, sumando, la progresión geométrica obtenida bajo 
el signo integral. Cauchy efectuó todos estos razonamientos en orden 
inverso y halló que toda función expresable en forma de Cauchy, es 
decir, toda función analítica, se representa por una serie de potencias. 
Demostremos esta proposición admirable, 

Teorema de Cauchy sobre el desarrollo 
de una función analítica en serie de poten- 
сї аз. Sea f (2) una función uniforme y analítica en un recinto G; 
sea z un punto (finito) arbitrario del recinto G y A, la distancia desde 
Zo hasta la frontera de este recinto. Entonces existe una serie de polencias 
de 2 — пу convergente en el círculo K: | 2 — 2, < А, que representa 
en este círculo la función f (2): 


19-а" (5.4:5) 


(Obsérvese que la frontera del recinto С puede reducirse al único 
punto del infinito. En este caso se debe suponer que А es infinito). 
Empezando a demostrar el teorema, tomemos un punto arbitrario 
2 € К y describamos una circunferencia y con el centro en де: 
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5 — za | =P, donde 0 < |2 — 20 | < о < А (fig. 57). Según la 
fórmula integral de Cauchy, tendremos: 


| 


з 


Para obtenor de aquí una serie de potencias де 2 — 20, conside- 
1 4, 4, „ E 

remos como la suma de una serie geométrica de razón ¿ 
== E 


FIG. 57 


cuyo módulo ов: | 0-9 <с1. Con esto fin repre- 


1 
sentemos р en la forma 
E 


1 1 


y 


a" 5 
ra (54 


n E E :6) 


(E 


al 
E 
+ 
\ 
-Ma 


Como para todos los puntos £, pertenecientes а ү, ol módulo 
del lórmino general de la última serie es: 


lo (0<0<1), 


la serie (5.4:6) converge uniformemente en y (respecto de $ € y). 
También convergerá uniformemente la serie obtenida de (5.4:6) 


al multiplicar ésta por la función zf (£) la cual está acotada en 
valor absoJuto en y, es decir, la serie 


3 Ч = трдн" (5.4:7) 
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De aquí se deduce que la serie (5.4:7) puede integrarse término 
a término en y. Efectuando la integración, rosulta: 


t= 


У аа)" (5.4:8) 
o 
donde 


гра тш) Р 
ї тонго “ОШ. (5.4:9) 
> 

Hemos obtenido el desarrollo de la función analítica си seric de 
potencias (serio de Taylor). Del mismo método de su obtención 
(z es un punto arbitrario del círculo K) se deduce que esta serie es 
convergente en cualquier punto del círculo К: |z— zo| <A. 

El teorema queda demostrado completamento. 

Este teorema es de una importancia capital, puesto sus muestra 
que una función / (2) de variable compleja que os derivable un un 
гооо G (pues así es la definición admitida de función analítica 
de variable compleja), se expresa por una seric de potencias de z — Zo 
en un entorno de cualquier punto zg del recinto G. Precisamente esta 
propiedad justifica la denominación misma de las funciones de 
variable compleja que son derivables en un recinto 
al llamarlos funciones analíticas. 

Para las funciones de variable real, o con más generalidad, para 
Jas funciones definidas en alguna línea Г (por ejemplo, en una curva 
de Jordan del plano ampliado), no subsiste semejante propiedad. 
Una función derivable e incluso indefinidamente derivable en T, 
puede no expresarse por una serie de potencias en ninguno de los 
entornos de los puntos de Г y, por consiguiente, puede no ser analítica, 
Por esta razón, al aplicar el concepto de función analítica para las 
funciones definidas en curvas de Jordan (por ejemplo, para las uncio- 
nes до variable real), no hay que basarse еп la derivabilidad, sino 
que hay que exigir que las funciones scan oxpresables por series de 
potencias. 

Como la serie de potencias 


Y (2) = SEA a)" 
7] ° 


que representa la función f (z) en un entorno del punto 20. según lo 
demostrado en el teorema de Cauchy, es convergente еп el círenlo 
|z — 2, | <A, su radio de convergencia R tiene que ser no menor 
que А: 


R>A. 
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Escribiendo esta desigualdad en la forma т <4 y sustituyendo 


según la fórmula de Cauchy-Hadamard mediante Tim V Га, | 
Tm yy Пт]. obtenemos la уа conocida desigualdad de 


по 


Cauchy-Hadamard (3. 


ЕИ 
Le yEp. 

Del teorema de Cauchy se deduce, en particular, que las series 
de potencias que representan funciones enteras convergen hacia las 
mismas en todo el plano. En efecto, una función entera es analítica 
en el recinto G que coincide con todo ol plano, de modo que Ja distan- 
cia A desde cualquier punto 2, hasta la frontera de este recinto G 
se dobe considerar infinita. 

Sea f (2) una función entera y zp, algún punto del plano. Entonces 
tendremos: 


1) = ata (2—25) +... fanla—2m) +... 


donde 
ar i. C ME И тфа 


т ЕП pti 
каер $ 
Como acabamos de señalar, esta serie sonvorge hacia (2) om 
todo cl plano. Para los coeficientes de la sorie зе tienen las aco- 
taciones de Cauchy: 
M w) 5.4: 
[а | < т" (п=0, 1, 2,...), (5.4:11) 


dondo 
M= max |/()1. 
l—2=p 


lin ol caso considerado se puede tomar p arbitrariamente grande. 
De aquí se deduce que, si el módulo de una función entera | (2) se 
conserva acotado en todo el plano, es decir. si M (p) < M < оо para 
todos los valores p, entonces f (2) = const. 

Este es el contenido del teorema de Liouville, que 
liene numerosas aplicaciones en distintos problemas de la teoría 
de [unciones. 

Para demostrarlo, sustituyamos еп las desigualdades (5.4:11) 
М (р) por M y escribamos estas desigualdades solamente para valores 
naturales del índice л: 


lan Je (0=1,2;3,.. 
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Fijando arbitrariamente л, supongamos que p crece indefinidamente; 
tendremos: 


jan|<0, es decir a,=0 para n=1, 2, . 


Debido a esto, de la relación (5.4:10) resulta que f (2) = ао para 
cualquier z, es decir, / (z) = const, como se quería demostrar. 
Haciendo 25 = 0 y calculando las derivadas de órdenes distintos 
de las [nnciones elementales: exp z, son z, созт, sh z, ch z, el lector 
obtendrá fácilmente para ellas los siguientes desarrollos, conver- 
gentes en todo el plano: 


52 


bo 21-1 
exps= 5), sm YA a- И, 
n 
2 m So ya 
«а= у) (— 10" ay 4 = mA 
7 Й 


Detengámonos en los desarrollos оп series de potencias de las 
ramas uniformes de las funciones multiformes más clementalos. 
Consideremos ante Lodo la rama uniforme 10 z, definida por la condi- 
ción In 1 = 0 en el recinto С cuya frontera es Ja parle uo positiva 
del eje real: < 0, y = 0 (esta rama puede reprosentarse en Ја forma 


inz—ìnjz|+iargz, donde [аг |< л). Como (Inay = 


se tieno, In 230 = ay 01, y, por consiguiente, ol desarro- 
По de ln z en serie de potencias de z — 1 tiene la forma 

E nat 

Inz = X, — (1) 

т К 

o bien 


ma Y ya tal, 
° 


La distancia A desde el punto 2 = 1 hasta la frontera del recinto 
G os igual a uno. Debido a esto, el desarrollo obtenido puede ulili- 
zarse para |z — 1 | < 1. Sustituyendo aquí z — 1 por z, se obtiene 
la serie de potencias para In (1 -г 2) que es convergente para |z | << 


<1 


к. к 
In (1+2)= У) NAF (151< 1). 
7) 
La función In (1 + 2) es la rama uniforme de la función Ln (1 + 2), 
definida por la condición (In (1 + z)l:=o = In 1 = 0 en el recinto 
С cuya frontera es la parte del eje real: z< — 1, y = 0. 
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Examinemos ahora la función 2%, donde æ es un número complejo 
arbitrario, Esta es una función multiforme (si с: по es un número 
entero) que se expresa mediante Ja función exponencial y el logaritmo 
por la relación 2% = exp (a In 2). 

Separemos una rama uniforme q (z) de esta función en el mismo 
recinto G que figuraba en el ejemplo precedente, mediante la condi- 
ción q (1) = 4. Esta rama puede representarse en la forma 

(2) = oxp (alna), 
do donde 


Ф' (б) =a oxp (a In 2)-2 ос exp (0 In 2) -exp (— 1n 3) = 
=acxplía—3) In z} 
y осо, 
qu (2) а (а 1)... (0—41) охра А) 2] (Е=1,2,...). 


En ol punto z=1 las derivadas toman los valores p(W(1)= 
=0 (01)... (a— k+ 1) y, por consiguiente, el desarrollo de ф (2) 
en serio de potencias de 2—1 tiene la forma 


Como en el ejemplo anterior, este desarrollo es válido para 
|2 — 1 |< 1. Sustituyendo aquí z — 1 por z, se obtiene el desarro- 
По de «р (2 + 1) en serie de potencias de 2. Empleando en Ingar de 
q (2 + 1) la designación ordinaria (1 + 2)® (entendida como la 
notación de la función uniforme exp fa 1а (1 + 2)] en el recinto G), 
resulta: z 


o 0)... (a—k 
(ats DAL ек0 р (121< 1). 
y 
Esta esla serie binómica, establecida aquí para el caso 


más general, cuando el exponente de la potencia es un número 
complejo arbitrario. 
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Я PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO. 
PUNTOS SINGULARES DEL ELEMENTO DE UNA FUNCION 
ANALITICA 


6.1. En el ap. 5.2 se demostró el teorema que expresa la propiedad 
de identidad de los desarrollos de potencias de z — zo, donde zp es 
un número complejo dado. Este teorema afirma que si las sumas 


316 CAP. Ш INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


de dos series de potencias tales coinciden en un conjunto de puntos 
E, para el cual 2, es un punto de acumulación, entonces los coeti- 
cienles respectivos de las series son iguales. Luego, de aquí se deduce 
que coinciden también los círculos de convergencia de las dos series 
y que las sumas de las series son iguales entre sí en todo el círculo 
general de convergencia. En otras palabras, la suma de la seric de 
potencias queda determinada unívocamente en todos los puntos del 
círculo de convergencia, sí se conocen sus valores en algún conjunto 
de puntos que tenga un punto de acumulación en el centro del 
círculo. 

En vista de esta propiedad de las sumas de las series de potencias 
(que en círculo de convergencia son funciones analíticas uniformes), 
hagamos la siguiente pregunta general: ¿Se determina completamente 
una función uniforme f (2), analítica en un recinto G, рог sus valores 
dados en un conjunto arbitrario Æ que tenga en este recinto al menos 
un punto de acumulación? 

En otras palabras, ¿coincidirán en lodo el recinto С los valores 
de dos funciones uniformes y analíticas en este recinto, f (2) y q (2), 
si éstas coinciden en un conjunto de puntos Æ de este recinto que 
tiene en este último un punto de acumulación? 

El teorema que sigue da una respuesta afirmativa a esta pregunto. 

Teoremainteriordeunicidad. SeaGunrecinto, 
en el cual están definidas dos funciones f (2) y ф (2), uniformes y ana- 
líticas en todos los puntos de G. Supongamos que estas funciones coinci- 
den en un conjunto de puntos Е (E < G) que tiene un punto de асити- 
lación zo, perteneciente a G. Entonces f (2) y q (2) coinciden en todo el 
recinto С. 

Demostración. Sean 


Aot Ar (220) +... + An(2— 20)" 2... 


y 
Въ Ваа)... Ваа)... 


las series de potencias que representan f (z) y Ф (2) en un entorno 
į z — 20 | < p del punto zp. Como las sumas de ambas serios coinci- 
den en los puntos del conjunto E, para el cual =, es un punto de acu- 
mulación, según lo demostrado en el ap. 5.2, estas series son idénti- 
cas, de modo que f (z) y y (2) coinciden en todos los puntos del recin- 
to G pertenccientes al entorno |z — zo | < р. Designemos con E, 
el conjunto de todos los puntos pertenecientes a G que poscen la 
misma propiedad que el punto zo, св decir, de los puntos para los 
cuales existen entornos donde f (2) y Ф (2) coinciden. 

Por la definición misma, E, es un conjunto abierto. Además, 
а cada punto del recinto que sea un punto de acumulación para Ё, 
puede aplicársele el mismo razonamiento que se aplicó al punto zo, 
de donde se deduce que cada uno de tales puntos tiene que pertenecer 
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а E,. Рог lo tanto, el conjunto E, tiene que coincidir con todo el 
recinto G (véase la proposición e), ap. 4.5. cap. primero), como so 
«uería demostrar. 

De este teorema se deduce que si las funciones f (2) y Ф (2) son 
analíticas en el recinto G y coinciden en un recinto g С G (por ejem- 
plo, en un entorno de algún punto zo Є G) o en un arco de alguna curva 
continua situada en el recinto G, entonces ellas coinciden en todo 
el recinto G. 
particular, si una función, analítica en el recinto б, no cs 
idénticamente constante, enlonces no puede conservar un valor 
constanto en ninguno de los entornos del punto 2, y en ningún arco 
de curva situada en este recinto. 

Sea f' (20), J” (20), - - -. F™ (20), -.. la sucesión de valores de 
las derivadas de la función ў (z) en un punto =, del recinto G. Enton- 
«es, si f (z) sk const, al menos uno de estos números es diferente 
de cero. Ёп caso contrario, el desarrollo de Taylor de f (2) en un 
entorno del punto ту tendría la forma 


1()=1(6)+0-(22) +. .+0- (22) +-. 


Í (za) 


de donde resultaría que f (2) = f (zp) en el recinto G. 

Además del teorema interior de unicidad subsisten co la teoria 
de las fimciones analíticas distintos teoremas frontera de unicidad. 
Las proposiciones más generales y profundas de este Lipo fueron 
ohtonidas por N. Luzin y T. Priválov. Aquí nos limitaromos а 
enunciar cl teorema frontera clásico de unicidad perteneciente a ellos. 

Comencemos con tas definiciones. Sea G un recinto limitado por 
una curva de Jordan Г, y sea © un punto de la curva T on ol cual 
exista la tangente a ésta. Consideremos ипа función f (2), definida 
en el recinto б, y supongamos que ésta tiende a un límile determina- 
do А cuando z € G tiende а Lo sobre cualesquiera caminos no Langen- 
tos a T (véase la pág. 265), es decir, manteniéndose en el interior de 
un ángulo arbitrario de magnitud menor que л con el vértice en el 
punto фе y cuya bisectriz coincide con la normal a Г en el punto 50. 
Entonces diremos que f (z) posee en el punto ¿€ Tel valor 
frontera angular А. 

Teorema de N. Luzin у I. Priválov. SeaG un 
recinto limitado por una curva rectificable T, y sean f (2) y Ф (2) dos 
funciones analíticas en el recinto G. Si para cierto conjunto E E Г, 
de medida positiva (por ejemplo. para un arco de la curva Г), la dife- 
rencia f (z) — Ф (2) posee valores frontera angulares y éstos son iguales 
a cero, entonces las funciones f (2) y «р (2) coinciden en todo el recin- 
to G. 

La demostración de este teorema, que exige el conocimiento de 
la teoría de funciones de variable real, encontrará el lector en la 
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monografía de 1. Priválov «Propiedades de frontera de las funciones 
uniformes analíticas» ya citada cn relación con las integrales de tipo 
Cauchy. Èn ésta el lector encontrará también un teorema frontera 
de unicidad muy delicado de los mismos autores, referente a los 
valores frontera radiales, es decir a los valores que 
son límites cuando el punto z € G se aproxima al punto б €P a lo 
largo de la normal а Г en el punto Се (a lo largo del radio, si Г es 
una circunferencia). 

Sea A un número complejo arbitrario. А las raíces de la ecuación 
[(@) = A las llamaremos A-puntos de la función 
] (2). Del teorema do unicidad se deduce que, si / (2) = A, el conjunto 
de A-puntos de esta función no puede tener ningún punto de асити- 
lación perteneciente al recinto G. De aquí se deduce que cualquier 
conjunto cerrado y acotado F del recinto G sólo puede contener un. 
número finito de A-puntos (para un número fijo 4). En efecto, 
si F contuviese un conjunto infinito de A-puntos, habría un punto 
de acumulación para ellos, perteneciente а F, y por consiguiente, al 
recinto б, 

Sea zo algún A-punto de la función / (2). de modo que / (ду) = 
Desarrollemos f(z) en serio de тны de 2—2). ОШИ 


#@=А+1' (и) (20) +009 a) + 


о bien 


1@—А==/' (а) (2—2) 3 2690 (224... (64:1) 


3 Si f(z) ве сопзі, entre los couficientes del segundo miembro 
habrá distintos do cero. Soa 12—21)“ la potencia inferior de z— zo 
cuyo cveficiente es distinto de сого. Entonces la igualdad (6.1:3) 
toma la forma 

о (д кан 
ДОБИЕ a)" [EE e 2) 
donde ¿0 (д) 0. El número natural k(k>1) se Ilama ordon 
do multiplicidad del A-punto д. Si k=4, cl A-punto 
se Шата simple; si 621, se dice que es múltiple, En virtud 
do la definición, el A-punto simple se caracteriza por las relacio- 
nos: 


2 


Р) =А y f(0)+0; 
y el A-punto múltiplo de orden %, por las relacion 
160) = 4А, f'(2)=-0,....J4-D (2) = 0, 0 (2) +0. 
De la igualdad (6.4:2) se deduce también que si zo es un A-puo- 
to de orden ЕЁ, la funci 2—4 es analitica en un entorno 
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del punto zp: 


oo- AL a). 


y su valor en el punto 2) es diferente de coro: 


si se sabe que para cierto natural Æ la fun- 


2022 es analítica on un entorno del punto zo, y su 
2—10) 
нә 


valor еп el punto д (definido como lim ar) es diferente de 
ы a 
coro, entonces ду ев un A-punto de / (2) de orden k. 
En efecto, de la relación 
A 
Gm led (ap E) AD). 
se deduce que 


J (8) = A + n (&—)°* + ana (229 4. 


en un contorno del punto za y, por consiguiente, 
% 
А=] (ы), а= Ez 


у, además, (para k> 1): 
f (=... = =0. 


Sea de nuevo F un conjunto cerrado arbitrario de puntos del rocin- 
to G; calenlemos la cantidad de A-puntos de la función / (2) эё A, 
pertenecientes a F, contando сайи uno de ellos tantas veces cuanto 
indique su orden de multiplicidad. Como en £ hay un número finito 
de A-puntos y el orden de multiplicidad de cada uno de ellos 
también cs finito, el resultado del cálculo será un número finito. 

Todo lo dicho respecto de los A-punlos es aplicable, indudable- 
mente, al caso particular importantísimo сп que А = 0. 

Los 0-puntos de la función analítica f (2) se llaman, abreviada- 
mente, ceros de la misma. El lector comprobará fácilmente que 
las definiciones de órdenes de multiplicidad de los ceros de un poli- 
nomio o, en general, de una función racional arbitraria, admitidas 
en el álgebra y utilizadas aquí en el ap. 4.1 del segundo capítulo, 
concuerdan con las definiciones generales dadas anteriormente. 

Obsérvese que, para todo А == оо, los A-puntos de la función 
1 (2) son ceros de la función f (2) — A. Por esta razón, cualquier ley 
general establecida para los ceros de las funciones analíticas, subsiste 
también para los A-puntos de las Funciones analíticas, donde А es 
un número complejo arbitrario. 


"= (2, 
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Demostremos que st el conjunto de todos los ceros (respectivamente, 
los A-puntos) de una función uniforme analítica arbitraria no es finito 
en un recinto dado G, entonces éste es un conjunto numerable. Еп otras 
palabras, todos los ceros de una función uniforme y analítica en 
un recinto dado pueden numerarse y colocarse en forma de una suce- 
sión: 

ГЕРЕ" 


Como se soñaló anteriormente, esta sucesión по tiene puntos de acu- 
mulación en el recinto G y, por consiguiente, todos sus puntos de 
acumulación son puntos frontera para G. 

Para demostrar que el conjunto de los ceros de una función analí- 
tica es numerable (sí este conjunto es infinito). examinemos pri mero 
el caso en que G sea todo el plano finito. Entonces en el círculo |z |< 
< 1, y también en los anillo; 


4<[21<2, 2</2/<3,..._nálzi]<n+d.... 


habrá solamente conjuntos finitos de ceros de Ја función ў (2) (posible- 
mente vacíos en el círculo o en algunos anillos). Numerando primero 
los ceros pertenecientes al circulo | 2 | < 1, y continuando después 
la numoración de los ceros pertenccientes, sucesivamente, al prime- 
ro, segundo, ..., Résimo, ete, anillos indicados, obtendremos, 
evidentemente, una sucesión т}, que contiene lodos los ceros de la 
función / (2). Además, según se desce, se puede obtener una sucesión 
en la que estarán representados solamente los ceros distintos entre 
sí (sin contar sus órdenes de multiplicidad), o bien una sucesión en la 
que cada cero se repita tantas voces cual sea su orden de multiplici- 
dad. 

Obsérvese que en uno u otro caso se puede efectuar la numeración 
colocando los ceros en el orden no decreciente de los módulos: 


|z| < lzan l- 


Supongamos ahora que G tiene al menos un punto frontera finito. 
Para un número natural n, designemos mediante F, el conjunto 
de todos los puntos del recinto G cuyas distancias hasta la frontera 


1 ч 4 
по es menor que f+. Evidentemente, estos conjuntos, comenzando 


desde cierto л > no (по >1), no serán vacíos. Cada punto 266 
> no (по punto 2 
pertenece а todos los Fa, comenzando desde uno de ellos (es suficiente 


tomar È< p, donde р ез la distancia desde z hasta la frontera 


del recinto б). Finalmente, cada uno de los conjuntos Fp, siendo un 
conjunto cerrado de puntos del recinto G (cada punto de acumulación 
del conjunto F, es también punto de acumulación рага G; además. 
la distancia desde este punto hasta la frontera del recinto G no ов 
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menor que £, por lo cual éste pertenece a G y a Р,), contiene sola- 


mente un número finito de ceros de la función f (z). Numerando 
primero todos los ceros pertenecientes a F,, y continuando después 
la numeración de los ceros pertenecientes, sucesivamente, a Pa — Fa, 
Fy — Fa, |.. Раза — Fas ...у obtendremos una sucesión (zp), 
que incluirá a todos los ceros de la función f (z) pertenecientes al 
recinto G. 

Examinando la serie de potencias 


1(@) =a + а (2—20) + - Fa (2—20)... 


se obtiene inmediatamente la respuesta а la pregunta: ¿es el punto 
dado 20 un cero de Ja función f (2) o no? Si 2, es un cero, el mismo 
examen indica el orden de multiplicidad del mismo. Mas, por esta 
serie no se puede saber inmediatamente si f (2) posee ceros distintos 
de zo, donde están estos ceros y cuáles son sus órdenes de multiplici- 
dad. Es suficiente recordar el ejemplo de la función sen z, representa- 
da en todo el plano por la serie de potencias convergente 


its 


De este desarrollo se ve que sen z posee un cero simple en el ori- 
gen de coordenadas. Sin embargo, del mismo desarrollo no se ve 
directamente que sen z posee ceros simples en todos los puntos de la 
forma Ел (k es un número entero) y que, además de éstos, no existen 
otros ceros. 

Un medio de representación de las funciones analíticas que permi- 
te revelar todos sus ceros pertenecientes al recinto dado, son los 
productos infinitos. 

Supongamos que {fn (3)) es una sucesión de funciones analíticas 
en un recinto G, que satisfacen a las condiciones señaladas en la 
pág. 291, o sea: 

a) el conjunto de E-puntos que son ceros de las funciones 
fi (@, - ., / (2), - - - no tiene puntos de acumulación еп el interior 
de б; 


b’) cada uno de los puntos de E es un cero solamente para un 
conjunto finito de funciones (fa (2)). 

En ostas condiciones, todo conjunto cerrado F < G contiene sola- 
mente un número finito de puntos de Æ y existe un número natural 
п (Р) tal que fx (2) no se anula en los puntos del conjunto F, si k > 
>n (F). 


Supongamos ahora que la serie 2 In [fa (2)] converge unifor- 
мё 


memento en cada uno de tales conjuntos F. Como ya se sabe, de 
21-1199 
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aquí se deduce que el producto [[ f, (2) es uniformemente convergente 
T 


en el interior del recinto G y, por consiguiente, representa en el mis- 
mo una función analítica ў (2). La función f (д) se anula en aquellos 
puntos, y sólo en aquéllos, en los cuales se anula al menos una de 
las funciones fa (2), es decir, en los puntos del conjunto E. 

Obsérvese que, si 2, € Е y la suma de los órdenos de multiplicidad 
do oste punto, considerado como un cero de las funciones respectivas 
fa (2) (ЕЁ = 1, 2, ... .), es o, entoncos т, es un cero de orden a, de la 
función f (2). En efecto, si ne > 1 designa un número natural tal 
que ninguna de las funciones f, (2) se anula en el punlo zg рага k > 
> пу, entonces, representando f (z) en la forma 


1@= І f(e) 1, 6), 


na 
nos convencemos de que [[7, (2) es una función analítica que posee 
i 


е 
un cero de orden о, еп el punto ту, mientras que [] У, (2) esuna función 
1 


то 
analítica que no so anula en este punto. De aquí se deduce que 
Za ез un сего de orden ap de la función f (2). 
Cuando los ceros de cada función f, (2) son conocidos, por ejemplo, 
cuando f, (z) tiene la forma 


fa (2) = (2—21) ga (2), 


donde ga (2) os una función analítica que carece do ceros, el dosa- 
rrollo de f (2) en el producto infinito 


` to- e-a аб 


da la posibilidad de percibir todos los ceros de la función $ (e) por- 
tenecientes al recinto G, y establecer sus órdenes de multiplicidad. 
Estos órdenes coinciden con las cantidades de números z», iguales 
entre sí, que figuran en distintos factores del producto. 

6.2. Demostremos el principio del módulo m 
ximo do una función analítica en su forma de 
nitiva: el módulo de una función ў (2) que es analítica en un recinto 
G y no es idénticamente constante, no puede alcanzar el máximo en 
ningún punto del recinto. 

Evidentemente, el principio análogo para el módulo mínimo de 
una función analítica f (2) no subsiste, puesto que el módulo alcanza 
el mínimo en cada cero de la función. Del principio del módulo 
máximo se deduce, sin embargo, que el módulo de una función analiti- 
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ca f (z) const no puede alcanzar el mínimo en ningún punto del 
recinto que no sea un cero de la función f (2) 

En efecto, si f (zp) == 0, entonces como la función es continua, 
se verifica también la desigualdad f (2) == 0 en cierto entorno U del 
punto zp, perteneciente al recinto G. Por consiguiente, en este entorno 


la función y (2) = 75 es analítica y no idónticamente igual a una 
constante; por oso cl módulo de q (z) no puedo alcanzar el máximo 


en el punto zp. Volviendo a la función f (2) = я obtenemos 
que el módulo de у (3) no tiene mínimo en el punto zo. 

He aquí dos demostraciones distintas del principio del módulo 
máximo. 

4. Demo strando el teorema por el método de reducción a lo 
absurdo, supongamos que en cierto punto zo €G el módulo de la 
función alcanza el máximo. Hagamos |f (20) | = M; entonces, on 
un entorno Uy suficientemente pequeño del punto zo: [7 (2) | < м. 
Podemos suponer que M + 0, pues еп caso contrario sería / (2) 
en todos los puntos de Up, de donde se deduciría que / (2) == 0, Sa 
contra de la hipótesis del teoroma. 

Demostremos que en todos los puntos de Uo se verifica la igualdad 
1/ @ | = M. Suponiendo que en un punto з, € Uo |31 — zo | = 


= ё 0, |] (4) |< M, para la integral $ $ 1 (ño + бб so 
р 


tendría la acotación 
, 
алено o| <m, 


puesto que en la circunferencia | 2 — zo | = ё tieno que existir un 
arco que contiene a z, y en cuyos puntos |7 (2) | < M. Poro esta 
acotación contradice a la igualdad (véase (3.1:6)) 


M=|1 (so) енна 


En resumen, de la hipótesis admitida se deduce la existencia de un 
entorno del punto 2, en el cual el módulo de Ја función conserva un 
valor constante. Si f (2) = u (z, y) + iv (z, y), en todos los puntos 


de Uo se tiene: 
И ()B=u40=M2, 


o bien, derivando respecto de т e y: 


2 
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Сото М 520, las funciones ш y v no se anulan simultáneamente en 
los puntos de Us; por esta razón, el determinante de este último 
sistema es igual a сего: 


Aplicando las ecuaciones de D'Alembert-Euler, obtenemos de aquí 


que (2) (3+)'=0 y. por consiguiente, de = 98 =0; en vir- 
tud de las mismas ecuaciones, ==> 0. Por lo tanto, 


u(e,y=C, vle, у) = Со. y f()=C,4 iC on Un. 


Según el teorema de unicidad, esta última igualdad se verifica en 
todo el recinto G, lo cual contradice a la hipótesis del teorema. Así, 
pues, el principio del módulo máximo queda demostrado, 

IJ, Para la demostración se puede utilizar la representación 
dela función analítica en serie de potencias *). Supongamos de nuevo 
que [7 (2) | alcanza el máximo en el punto 20: |f (zo) | = М. Igual 
que anteriormente, se puede suponer que М = 0. Desarrollemos f (2) 
en serie de potencia de 2 — zo: 


1 (2) = ao + ap (¿20 + арн (2 des 


donde (ol ТРГ = M, Тае 1 0 (p > 1). Debido a la hipótesis, 
en cualquier entorno 07, suficientemente pequeño del punto 2, se 
verifica la desigualdad |7 (2) | < М. Tomemos un punto a € Un, 
distinto де 2, y situado en uno de los rayos: 


Arg [а (2— 20)" = Arg ао, 
os decir, 
Arg (2—2) = - Agte 


(el número de tales rayos es igual a p). Entonces, los vectores quo 
representan do у ap(2-—2p)” son paralelos y llevan una misma 
dirección, de donde 


Тао ар (2— 2) (= |41414 (2—20) 1". 
Supongamos que z está tan próximo а zp en el rayo elegido que 


1 
lapu (6а) + apu A 


*) En la pág. 308 ya so expuso una demostración de éstas. 
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Entonces, en todos los puntos z de éstos (arbitrariamente próximos 
а zo) tendremos: 


М Тава (1—2) Hapu =. > 
> 00d ep (ea lapa (1—20) 4... 
=|в|--|ар (3— zo)” |— |a pri (&—)!"!--... |> 
>|®| +{14›@—®"|>1®|=М. 


Pero esto contradice a la hipótesis; por consiguiente, el principio del 
módulo máximo es justo. 

Supongamos que f (2) sé const es continua en el dominio С y es 
analítica en el recinto G. Entonces su módulo, siendo una función 
continua en С, tiene que alcanzar su extremo superior en cierto punto 
2 € €. En virtud del principio del módulo máximo este punto по 
puede pertenecer al recinto G; por consiguiente, es un punto frontera 
del mismo. En resumen, el módulo de una función f (2) чё const, 
continua en un dominio y analítica en su interior, alcanza el valor 
máximo en un punto frontera del dominio. 

Supongamos que para una función f (2) sé const, continua en el 
dominio G y analítica en el recinto G, su módulo | f (2) | conserva un 
valor constante en la frontera de este dominio. Demostremos que 
de aquí se deduce que f (2) posee al menos un cero en el interior de б. 
Si esto no fuese así, el módulo | f (z) | по sólo no podría tener máximo 
en los puntos interiores del dominio sino tampoco mínimo. Por eso, 
siendo una función continua en el dominio С, el módulo |f (z) | 
alcanzaría sus valores máximo y mínimo en los puntos frontera del 
dominio. Pero en estos puntos, según Ja hipótosis, éste conserva un 
valor constante. Por consiguiente, sus valoros máximo y mínimo 
en el dominio С son iguales, es decir, | 7 (2) | = const en el dominio 
б y, рог lo tanto, la función | f (2) | alcanza el máximo en todos los 
puntos del dominio G, lo cual es imposible si f (z) sé const. Así 
pues, el recinto G contiene al menos un cero de la función f (2). 

Aplicando la proposición que acabamos de demostrar, se demues- 
tea fácilmente el teorema do existencia de ceros de cualquier poli- 
nomio de grado no menor que el primero (el denominado teorema 
fundamental del álgebra). 

Sea `Р (z) un polinomio de grado л: 

P()=0+43+... 4+ an3" (а, = 0, n>1). 

Si ay = 0, entonces Р (0) = 0, es decir, el polinomio tiene un 
сего en el origen de coordenadas. Si аз з= 0, entonces Р (0) + 0. 

Consideremos el conjunto Ё de puntos del plano, para los cuales 
| P (2) | < 2 | а» |. Esto conjunto по es vacío (puesto que z = 0 Є E) 
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y está acotado (puesto que para valores de | z | suficientemente gran- 
des, el módulo | P (z) | es arbitrariamente grande y, en particular, 
es mayor que 2 | ае |). Además, debido a la continuidad del módulo 
1 P (2) |, el conjunto Æ es abierto (en cada punto т, с E, | P (20) | < 
<2|40 |, y, por consiguiente, existe un entorno del punto zy en 
el cual | P (2) | < 2 | а, |; do este modo, este entorno pertenece a E). 
Finalmente, en los puntos frontera del conjunto Æ, se tiene: 
| P (2) | = 2 | ao | (si $ es un punto frontera de E, entonces en él 
ТР (0 12 2 | а, | y, por otra parte, ¢ es un punto de acumulación 
para los puntos de Ё, en los cuales | P (z) | < 2 | а, |, por lo tanto, 
РО) |< 2 lao l; así, pues, |P (0) | 2 а, |). Cualquier con- 
junto abierto representa un recinto o se descompone en recintos 
separados. Aplicando a cada recinto la proposición demostrada 
anteriormente, obtenemos que cada uno de ellos tiene que contener 
al menos un cero del polinomio P (z). Por lo tanto, queda demostrada 
la existencia de un cero al menos de P (z) on el plano z. A la voz, 
empleando los razonamientos conocidos (aplicando el teorema de 
Вблош), se demuestra también la existencia de т ceros del polinomio 
(entre los cuales puede haber múltiples). 

En relación con la demostración expuesta del teorema fundamen- 
tal dol álgebra, examinemos el conjunto Е, de todos los puntos del 
plano z en los cuales se verifica la desigualdad 

Р (0) |<р< оо, 


dondo р os un número positivo fijo arbitrario. Este conjunto no es 
vacío, puesto que pertenecen a él todos los ceros del polinomio 
P (2). Repitiendo luego todo lo que se dijo anteriormente respecto 
del caso particular del conjunto Æ: | Р (2) | < 2 | ap |, nos convence- 
mos de que Æp es un conjunto acotado y abierto, en cuya frontera 
se vorifica la igualdad | P (2) | =p. 

El conjunto Æp puedo ser conexo y entonces represonta un recinto, 
© по ser conexo y entonces representa un sistema de recintos. Como 
cada uno de los recintos tiene que contener al menos un cero del poli- 
nomio P (z) (puesto que en la frontera de tal recinto | Р (2) | conserva 
un valor constante), el número total de recintos no puede ser superior 
a п, Sea go uno de estos recintos y y, una curva de Jordan cerrada 
arbitraria perteneciente a gp. Como еп los puntos de la curva y se 
verifica la desigualdad | Р (2) | <p, en virtud del principio del 
módulo máximo, esta misma desigualdad tiene que verificarse también 
en todos los puntos del interior de y. De aquí que el interior de 
y pertenece a E, y, por consiguiente, junto con y pertenece а gp. 
Así, pues, Ep consta de uno о de unos cuantos, pero no más de n, 
recintos simplemente conexos *), que contienen en su interior а lodos 


+) Véase el ap. 4.4 cop. 1. 
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los ceros del polinomio P (2). Рог esta razón, la frontera de Ep consta 
de uno o de unos cuantos, pero no más de п, continuos que son fronte- 
ras de recintos simplemente conexos. 

Evidentemente, en cada punto exterior a E, tiene que verificarse 
la desigualdad | P (2) |> р. En efecto, suponiendo que en cierto 
punto z,, exterior al conjunto Æp, se verifica la igualdad | Р (21) |= 
= p (la desigualdad | Р (д) | < p queda excluida, puesto que, según 
la definición, todos los puntos para los cuales | Р (т) | < р pertene- 
cen a Ep), entonces en virtud de que Р (z;) + 0, por lo cual el módulo 
| P (a) | по puede tener mínimo en el punto zs, tendríamos que en un 
entorno arbitrariamente pequeño del punto 2, habría puntos on los 
cuales | P (2) |< | Р (2) | = p, es decir, habría puntos pertenecien- 
tos a Ep, Pero esto es imposible, puesto que z, es un punto exterior 
a Ep. Por lo tanto, en ol interior de E, se tiene: | Р (2) | < p, en la 
frontera de Ej: | Р (z) | = р y en el exterior a Ep: | P (2) | >p- 

La frontera del conjunto Æp, es decir, el conjunto de todos los 
puntos del planp que satisfacen a la condición 


IP (3)|=p, 
se llama lomniscata. Designando los ceros del polinomio 
Р (z) mediante 2;, Za, ..., Zn (los ceros múltiples se escriben aquí 


tantas veces como sean sus órdenes de multiplicidad), se puedo escri- 
bir P (z) en la forma 


P (2) =an (225)... (222); 
por consiguiente, la condición que define la lemniscata toma la 
forma siguiente: 


e 
an] 

Así, pues, la lemniscata puede definirse como el lugar geométrico 
de puntos del plano para los cuales el producto do las distancias 
hasta n puntos del plano 21, . . ., 2, (algunos de estos puntos pueden 
coincidir entre sí) es una cantidad constanto. 

Los puntos 21, ..., Zn que figuran en esta definición (los ceros 
del polinomio Р (2)), se llaman focos de la lemniscata, 
y el númoro г, radio de la lemniscata; 1а curva misma 
se llama lemniscata con з focos de radio r. 

Cuando п = 1, resulta el caso particutar más sencillo: 


la ]=r; 


[2—2.1|... [22| 0 =. 


evidentemente, ésta es una circunferencia de radio г con el centro 
en el único foco 24. 


Si n=2 y 2,52 22, resulta una Jemniscata соп dos focos: 
[12,12 ]=". 
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La forma de ésta depende de la razón del radio г a la distancia 
| ж — zz | entro los focos. En la fig. 58 está representada una lem- 
niscata con dos focos para los siguientes valores de esta razon: 


a) = 
al эз 


Dira 
ут 
4 PS la $ 
Obsérvese que la lemniscata con dos focos lleva también la de- 
nominación de óvalo de Cassini, y su caso particular para 


a lemniscata de Bernoulli. 


Taza) 2?’ 
a ÅO ©) 


y 
a 


2) 


FIG. 58 


Para un número mayor de focos se obtienen más variedades de 
formas distintas de las lemniscatas. Hilbert demostró que para la 
frontera Г de un recinto arbitrario G, simplemente conexo, y para 
cualquier e > 0, so puede señalar una lerniscata А tal, que en el 
e-entorno de cada punto del conjunto F siempre existirán puntos 
de la lemniscata A, y además, cada punto de la lemniscata A estará 
situado en el e-entorno de un punto correspondiente del conjunto Г. 
En otras palabras, las fronteras de cualesquiera recintos simplemente 
conexos pueden aprozimarse con lemniscatas. con una precisión arbitra- 
ria. 

Observemos la variación de una lemniscata con nm focos 21, 
23, ..., Zn, еп dependencia de la variación de su radio г. Para fijar 
ideas, supondremos que todos los puntos 2;, zz, . - ., 2, Son distintos 
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entre sí y hagamos P (z) = (z — 2)... (2 — 21). Si el número 
positivo б es tan pequeño que los círculos kz: |z —2,|<Ó (ў = 
= 1, 2, ..., п) no tienen puntos comunes dos a dos, entonces 
parar < 8 ningún punto del conjunto Ёл: | Р (2) | < r” puedo estar 
situado fuera de los círculos ky (j = 1, 2, . . ., п). Como, por otra 
parte, los centros de los círculos son puntos interiores de Еа, el 
conjunto Æ,» consta al menos de n recintos situados dentro de los 
círculos k. Pero la cantidad total de recintos en los que se descompo- 
ne E,» no puede ser mayor que n; por lo tanto, tiene que haber exac- 
tamente n, uno en cada círculo Ку. Por consiguiente, la lemniscata 
correspondiente | P (z) | = г" consta de л continuos que no tienen 
puntos comunes dos a dos y son las fronteras de recintos simplemente 
conexos. 

Sea ahora K un círculo de diámetro D que contenga en su interior 
a todos los focos do la lemniscata. Entonces, cada punto del circulo 
K satisface a la desigualdad |z — z; | < D (j = 4, 2,..., n) y, 
por consiguiente, | P (2) | < D” en el interior de K. De aquí que 
el círculo K pertenecerá totalmente a Æ,» si r > D. Por lo tanto, 
E,» constará solamente de un recinto que contendrá a este círculo 
(ya sabemos que cada recinto E,n tiene que contener en su interior 
al menos uno de los puntos z;). La lemniscata correspondiente repre- 
sentará un continuo, que será la frontera de este recinto. 

Así, pues, la lomniscata con n focos (n > 1) es desconexa, pre- 
cisamente consta de z continuos que no tienen puntos comunes dos 
a dos, para valores del radio suficientemente pequeños (r < ô) y 
es De para todos los valores del radio suficientemente grandes 
t >D). 

Obsérvese, finalmente, que la lemniscata | P, (2) | = r” pertene- 
се a cualquier conjunto En, donde т >r, y, por consiguiente, 
todos los continuos que la forman están comprendidos en el interior 
de los recintos simplemento conexos que están limitados por las 
componentes de la lemniscata | Р, (г) | = т^". En otras palabras, la 
lemniscata de un radio dado está comprendida estrictamento en el 
interior de cualquier lemniscata de mayor radio (y con los mismos 
focos). Por lo tanto, la variación de la forma de la lemniscata en 
dependencia del crecimiento de r se puede considerar como un abulta- 
miento de sus componentes. Teniendo forma de óvalos pequeños 
para valores pequeños de r, éstos aumentan lentamente cambiando 
su forma. Para algunos valores de r algunas componentes conexas: 
dos, tres o más, se confunden en una, debido a lo cual el número 
total de componentes disminuye; después se produce un abultamiento 
consiguiente que va acompañado de vez en cuando de una disminución 
posterior de la cantidad de componentes, y, finalmente, se obtiene 
una lemniscata en forma de una curva conexa única. Precisamente 
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ésta teníamos en cuenta cuando hablábamos antes del resultado de 
Hilbert, 

La diversidad de formas de estas curvas se explica por la cantidad 
y métodos distintos que hay de distribución de los focos de la lem- 
niscata en el plano. En la fig. 59 se muestra esquemáticamente la 


0 D 
FIG. 59 


ovolución de la forma de la lomniscata en dopendencia del valor 
del radio para el caso de tres focos (no situados en una recta). 

Detengámonos en una aplicación más del principio del módulo 
máximo, que desompeña un papel importante en los problemas de 
transformación mediante funciones analíticas. 

Lema de Schwarz. Sea f (z) una función analitica en el 
círculo K: | | < R; supongamos que se anula en el origen de coorde- 
nadas y satisface en este círculo a la desigualdad 


|/@\<М (М<х). (6.2:1) 
Entonces en cualquier punto del círculo K se verifica la desigualdad 
1 @1<-5-141 (6.2:2) 


y, además, 
O- (6.2:3) 
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Puede alcanzarse la igualdad en la relación (6.2:2) en algún 
punto 2(0 <|z|<R), o la igualdad en la relación (6.2:3), sólo 
cuando ў (2) es una función lineal entera de la forma 


1@=- «е (6.2:4) 


(a es un número real). 
Para la demostración, consideremos el desarrollo de la función 
1 (2) оп serie de Taylor: 


а= 0:10 24... (6.2:5) 
De aquí se ve que la función 
eL (0) 00246... 62%) 


es analítica en ol círculo K y su valor en el origen de coordena- 
das es igual a }' (0). Soa z un punto arbitrario del círculo K y r, 
un número que satisface a las desigualdades || <r< А, Como 
pura todos los puntos £ situados еп la circunferencia y: |£|=", 
са 1а desigualdad 
г „м 
ot, 


T F 


en virtud del principio del módulo máximo, esta misma desigual- 
dad tiene que verificarse en el punto z, situado on el interior de 
la circunferencia y: 
M 
1 (0) 1<--- 
Pasando al límite cuando r tiendo a R, obtenemos: 
M n 
lOl T: (6.2:7) 
Si z320, se puede sustituir p(z) por 10. у osta desigualdad 
Loma la forma 
M 
11 |. 
Hemos obtenido la desigualdad (6.2:2) (que también зе cumple, 


evidentemente, para z=0). Si 2=0, se tiene p(0) =f’ (0), y la 
desigualdad (6.2:7) toma la forma 


Я M 
FO 
Esta es la desigualdad (6.2:3). 
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Si la primera de las desigualdades obtenidas se convierte en 
igualdad en cierto punto z € К, distinto del origen de coordenadas, 
o si la segunda desigualdad se convierte en igualdad, esto significa 
que en la relación (6.2:7) se alcanza el signo de igualdad en uno de 
los puntos del círculo К. De aquí que en este punto el módulo 
1 q (2) | alcanza el máximo, de donde, en virtud del principio del 
módulo máximo, 

(2) = const. 
Como el módulo de esta constante es igual a 22, se tiene 

M 

Ф() e, 
o bien 

1а) = 1-е. 


Con esto se termina la demostra: del lema de Schwarz. 

El loma de Schwarz tiene un significado geométrico sencillo. 
De él se deduco que si w = f (2) es una función analítica en el círculo 
K: | |< R, y la imagen f (К) de este círculo está contenida en el 
círculo | w | < M, siendo el punto ш = 0 la imagen del punto z == 0, 
entonces la imagen f (k) de cada círculo cerrado k: |z | < г cuyo 


radio son A = Уг veces menor que el radio del círculo К, estará 


contenida en el círculo cerrado | w | < FM cuyo radio es À veces 
menor que M. Además, la imagen de algún punto 2, situado en la 
circunferencia |z | = r puede caer on la circunferencia | w | = - M 


solamente cuando la translormación sea de la forma (6.2:4), es decir, 
conste do una rotación alrededor del origen de coordenadas y una 
dilatación respecto del mismo en À veces, 

6.3. Consideremos una función Ф (z) analítica en un círculo 
К: |2—2,|< Е касыр A tal función llamaremos elemento 
(во sobrentiende elemento de la función analítica). Los puntos que 
están situados en la circurferencia Г: |2 — zp | = R, los dividiremos 
en dos clases (a priori, cada una de las clases puede ser vacía): 

1) a los puntos Є Г que poseen un entorno (7; :]z— 5 | <р, 
en el cual existe una función analítica 5 (2) que coincide con p 6 
en la parte común de los círculos К y 0;, llamaremos puntos ro- 
gulares del elomento dado; 

2) a los puntos de Г que no poseen tal entorno llamaremos puntos 
singulares del elemento. 

Por lo tanto, la definición de punto singular es do carácter nega- 
tivo. Estos son los puntos frontera del círculo К que no poseen nin- 
gún entorno en el cual se podría hallar una función analítica que 
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coincidiese соп Ф (2) en los puntos que son comunes a este entorno 
y al círculo K. 

De la definición de punto regular se deduce que si $, € T' es un 
punto regular, entonces todos los puntos del arco de circunferencia Г 
que está situado еп el interior del entorno correspondiente Uz, 
también son regulares. En efecto, para tal punto £ se puede tomar 
рог U; cualquier círculo con el centro en $, contenido еп Uts, y por 
función Ye o, la misma función їр, (2). que, siendo analítica en 
Ur, coincidía con q (2) en todos los puntos que son comunes a Uy, 
y К. De aquí, en particular, se deduce que, si existe un punto 
regular, entonces existe también un conjunto infinito de ellos. En 
contraposición a esto, el punto singular puede ser único. 

Obsérvese que cada punto z' € K posee la propiedad característica 
de un punto regular, pues para él existen un entorno {7,. (se puede 
tomar cualquier entorno del punto z’ que esté contenido en К) y una 
función analítica en 07, (la función misma q (2), que coincide con 
Ф (2) en todos los puntos comunes a U: у K (es decir, сп Uy). Por 
esta razón, a todos los puntos del círculo К los llamaremos también 
puntos regulares del elemento q (2). 

Aclaremos los conceptos introducidos en un ejemplo sencillo. 

1 


Sea К el círculo unidad y Ф (2) = . Para todo punto $ situado 


z 
on la frontera del círculo X, es decir, en la circunferencia unidad, 
y distinto de la unidad, existe un entorno Uz: | z — ¢ | < | 1 —$\ 
y оп el mismo una función analítica эр; (2) = 727 que coincide con 
Фф (2) en los puntos que son comunes a К y a Uz. ,Por lo tanto, cada 
punto de éstos $ es un punto regular del elemento Ф (2). 


Vorifiquemos que el punto 1 es un punto singular del elemento. 
En efecto, en caso contrario existiría en un entorno U de este punto 
una función analítica p (2) que coincidiría соп Ф (2) = т^ en 
los puntos del recinto d que os la parte común de U y K. Pero enton- 
ces tendría que existir y ser finito el límite: 


lo cual, evidentomente, es imposible. Así, pues, el punto 1 es un pun- 
to singular del elomento dado. 

Demostremos la siguiente proposición. 

Si cada punto de la circunferencia Г es regular para el elemento 
Ф (2), entonces existe un elemento p (2) que representa una función 
analítica en cierto círculo Кү: |z — za | < Ry, cuyo radio R, es mayor 
que el radio R de la circunferencia T, y que coincide con y (2) en todos 
los puntos del interior de Г (es decir, en todos los puntos del círculo K). 
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Para la demostración, reunamos en un conjunto D todos los pun- 
tos del círculo К y de los círculos U, que figuran en la definición 
de puntos regulares E (para todos £ €T) (fig. 60). 

Evidentemente, D es un conjunto abierto. En efecto, todo pun- 
to z’ E D tiene que pertenecer a uno de los círculos K o Ug, y, por 
consiguiente, tiene que poseer un entorno perteneciente a este mismo 
círculo (es decir, а K o a Uz, respectivamente), y рог lo tanto, per- 
teneciente también al conjunto D. Demostremos ahora que D es un 


FIG. 60 FIG. 61 


conjunto conexo. Es suficiente demostrar que para dos puntos cua- 
lesquiera z’ y z” contenidos еп D existe una curva continua que los 
une, perteneciente también a D. 

Siz’ y z” pertenecen a un mismo círculo (К о U;), se puede tomar 
por y el segmento rectilínoo que los une; ésto pertenece al mismo 
círculo y, рог 10 tanto, pertenece también al conjunto D. Si un punto 
pertenece а K, por ejemplo z', y el otro, z” pertenece a Ug; entonces 
so puede tomar por y la poligonal compuesta de dos lados: del seg- 
mento rectilínoo que une z’ con £, y del segmento rectilínco que une 
E con 2". Como el segmento 256 pertenece а К (a excepción de su 
extremo £, situado en Г), y el segmento 2” pertenece por completo 
а Ur (incluyendo su punto inicial $, que es ol centro del círculo U;), 
оп este сазо y también estará contenido en D. Supongamos, finalmen- 
te, que 2' y z” pertenecen a dos entornos distintos Uy у Uz. Enton- 
сез se puede tomar por y la curva que consta del segmento rectilíneo 
z'€', del arco de la circunferencia 5” y del segmento rectilíneo 
Ёз”. Esta curva está contonida en D, puesto que el segmento 2'' 
está contenido еп Uz, el segmento 727 está contenido оп Uz y cada 
punto Ẹ del arco 66” de la circunferencia T pertenece al círculo 
correspondiente U, cuyo centro es {,. 

Queda demostrado que D es un conjunto abierto y conexo, es 
decir, es un recinto. Definamos ahora en el recinto D la función 
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Wp (2), haciendo y (2) = ọ (2) si z€ К, y № (2) = y (2) si z € Ur. 
Demostremos que esta función оз uniforme y analítica сп todo el 
recinto D. La demostración de la uniformidad es necesaria, puesto 
que un mismo punto z puede pertenccer al círculo К y a un círculo 
О; о a dos círculos distintos Uy y Uz- y entonces en el primer caso 
se debe tomar por № (z) los valores de Ф (z) y Ye (2), y en cl segundo 
caso, los valores de py (2) y Wy- (2). Tenemos que convencernos que 
en uno y Otro caso ambos resultados coinciden entre sí, es decir 
dan un valor único de р (2). 

En efecto, supongamos que z€ К y z€ ЇЛ; esto significa que 
z porteneco a la parte común do los círculos К y Uz. Pero, según la 
definición de punto regular, Фф (г) y їр; (z) tienen que coincidir en 
esta partecomún. Así, pues, о (z) = y (2) = ар (2). Supongamos ahora que 
2 € бр y 2 € Uy. Esto significa que los círculos Uy у Uy de 
centros distintos 5 y 5” tienen una parto común: la lúnula circular g 
(fig. 61), a la cual pertenece también el punto z. En la parte quo es 
común para el círculo X y la lúnula g, que designaremos mediante 
d, los valores de y (2) y 1” (2) coinciden, puesto que d pertenece 
a la intersección de Uy y К, on los puntos de la cual py (2) = Фф (2), 
y también a la intersección de Uy- у К, en los puntos de la cual 
We (2) = p (2). En virtud del teorema interior de unicidad, dos 
funciones analíticas en el recinto g, їр; (2) y Yr- (2), que coinciden 
en una de sus partes d (que también es un recinto), tienen que coinci- 
dir también en todo el recinto g: py (2) = yy" (2), y de nuevo obte- 
nemos un valor único para їр (z). Por lo tanto, la función їр (z) que 
hemos definido es uniforme en el recinto D. Su analiticidad en este 
rocinto se deduce de que cada punto 2 € D pertenece a uno de los 
círculos К o Uz, en los cuales 4p (2), según su definición, coincide 
соп la función analítica q (z) o арр (2). 

Obsérvese ahora que todos los puntos frontera del recinto D 
están situados en el exterior a la circunferencia Г (puesto que los 
puntos del interior de Г, es decir, los puntos del círculo К, y tudos 
los puntos de la circunferencia T están contenidos en D y, por con- 
siguiente, no son puntos frontera para D). De aquí que la distancia 
R, desde el punto zo hasta la frontera del recinto D, que tiene que 
coincidir con la distancia desde zọ hasta cierto punto frontera del 
recinto D, es mayor que el radio de la circunferencia Г, es decir, 
R, > R. Evidentemente, cl círculo Ку: | z — 20 | < №; y la función 
w (2) satisfacen a todas las condiciones del lema. A saber, la función 
ap (2) es analítica en el círculo К, de radio mayor que R, y coincide 
con q (z) en el círculo К. 

La proposición está demostrada. 

Consideremos una serie de potencias arbitraria 


Pl) = ao та, (2—20) +... Han(a—=2 "+... (6.3:1) 
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cuyo radio de convergencia satisfaga а la condición 0 < R < оо. 
Debido a la definición, la suma de esta serie ẹ (z) es nn elemento 
en el círculo К: |2—21<R. 

Demostremos el teorema siguiente: 

Toorema. En la frontera Т: |2 — zo | = R del circulo de 
convergencia de una serie de potencias está situado al menos un punto 
singular del elemento Ф (z) (es decir, de la suma de la serie de potencias). 

La demostración se hará por reducción a lo absurdo. Si cl teorema 
no es cierto, entonces cada punto de la circunferencia T tiene que 
ser regular para el elemento q (z). Según lo demostrado anteriorme 
te, tiene que existir una función їр (2), analítica en cierto círculo К, 
12 — 2, | < Ri, donde R, > R, que coincide соп Ф (z) en cl círculo 
K. De la igualdad q (2) = y (2), que se cumple en los puntos del 
círculo К, зо deduce que el desarrollo de Taylor de la función 1р (2) 
tiene que coincidir con la serio (6.3:1). Poro, según el teorema de 
Cauchy, el desarrollo de % (2) tiene que converger en todo el círculo 
K, de radio А, > R, mientras que, según la hipótesis, el radio de 
convergencia de la serie (6.3:1) es igual a R. De la contradicción obte- 
nida so deduce que el teorema enunciado os justo. 

Consecuencia. Para que el radio de convergencia R del 
desarrollo de Taylor de una función f (2): 


1@) =) (6) а)... + a 63:2) 


que es analítica en cierto círculo | 2 — 10| < р. coincida соп el radio 
P de este círculo, es necesario y suficiente que en la circunferencia y: 
у — Zo | == p esté situado al menos un punto singular-del elemento 
$ (2). 

En cfecto, si R = p, entonces, según el teorema anterior, obte- 
nemos que сп la circunferencia y está situado al menos un punto singu- 
Jar del elemento f (z). Por eso, la condición enunciada es necesaria 
para la igualdad de A y р. Pero ésta es también suficiente para esta 
igualdad. En efecto, según el teorema de Cauchy, > р. Suponiendo 
que en la circunferencia y esté situado al menos un punto singular 
del elemento f (2) у В =p, tiene que ser R > р. En este caso, la 
suma de la serie (6.3:2) representa una función analítica en el círculo 
12 — zo | < R que, por consiguiente, es analítica en cierto entorno 
de cada punto de la circunferencia y y que coincide con f (z) en el 
intorior de y. De aquí se deduce que cada punto de la circunferencia 
ү es regular para f (2). De la contradicción obtenida se deduce que la 
afirmación es justa. 

Como ejemplo, veamos la serie geométrica 


ci is EE 
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Su radio de convergencia es igual a la unidad y su suma cs igual 
a 2; - Como ya se vio, en la frontera dol círculo de convergencia 
|z | = 1 vordadcramente oxiste un punto singular que es, además, 
único: z =1. А 

Se pueden señalar sin dificultad ojemplos de sories de potencias 
para las cuales cada punto de la frontera del círculo de convergencia 
es singular. Но aquí uno de los ejemplos más sencillos de este gónero. 

Examinemos la serie: 


1@ —21+4-+:+...-+:"+.... 


identemente, su radio de convergencia es igual a la unidad. 
Demoslremos que para 2 — 1 (por el interior del círeulo unidad, a lo 
largo dol radio, es docir, а lo largo dol eje real), f (z) tiende п оо, 
En efocto, para cualquior natural л, la suma parcial de la sorie 
1 +a? +... + 2% para z— 1 tiendo a п +1 y, por consiguiente, 
satisface a la desigualdad 


toar..ora>a para 1—2<6(0), 
es docir, рага 2>1—5 (n). 


Pero, para estos mismos valores de z, se tiene: 


10-30 Ўн, 
5 


de donde se deduce que 


lim f (2) = co. 


Basándose cn este resultado nos convencemos fácilmente, igual 
que en ol caso anterior de la progresión geométrica, que el punto 1 оз 
singular para f (2). 

tidad: 


Obsérvese abora la id: 
а) –а ак, aan PU la 
Como la seric ontre corchetes se diferencia de la inicial solamente 
en que aquí z se ha sustituido por 2?", sacamos la conclusión de que 
П = 2+2... 2029] 0229) 
para cualquier natural л. 


Consideremos todas las raíces de la unidad de orden 2": “YT. 
Estas representan puntos situados en la circunferencia unidad en los 
vértices de un polígono regular de 2" lados. Si { es uno de éstos y el 
punto z del círculo unidad está situado en el radio 04, entonces 22”, 
221199 
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evidentemente, es un número positivo y рага z — 5, se tiene que 
2" > 1. De aquí que lim f (22°) = оо y, por consiguiente, 


zE 
lim Р (2). баа 22-26 2... 2227 f(22”)] —o0 
ЕЗ =й 


Así, pues, cada una de las raíces YT también es un punto singu- 
Таг de f (2) (para cualquier n = 1, 2. Vemos que el conjunto 
de puntos singulares del elemento f (2) es denso en Loda la circunferen- 
cia unidad (es decir, está situado do tal modo que cualquier arco de 
la circunferencia, arbitrariamente pequeño, contiene puntos de este 
conjunto). 

Poro de aquí so deduce que todos los puntos do la circunferencia 
unidad sin excepción son puntos singulares de f (z), puesto que para 
un punto regular, si tal hubiese en la circunferencia nnidad, existiría 
también un arco entero cuyos puntos todos tendrían que ser también 
regulares, lo cual en el caso dado es imposible. 

Indiquemos un método general que permite averiguar, para cual- 
quier punto $ situado en la frontera Г del círculo de convergencia 
de la serio de potencias (6.3:1), si éste es un pualo regular o singular 
para la suma « (z) de la serio. Sea 2, un punto dol radio 225, distinto 
de zo y $. Dosarrollomos la suma q (2) de la serie en serie de potencias 
de — 21. Obtende 


Pb (=z) (E +... 


$ (6.3:3) 
donde 


Д ма (20—20) + 


+2 (z1 — 20) (n=0.1, 


Según el teorema de Cauchy, la serie do potencias obtenida es con- 
vergento on el círculo | z — 2, | < А. donde А es la distancia desde 
щ hasta T, es decir, A = R — | 2, — 20 |. Por lo tanto, la serio 

:3) es convergente en el interior de una circunferencia y con el 
contro en el punto 21, que es tangente a la circunferencia Г en el 
punto E. Calculen el radio de convergencia de la serie (6. 
Según la fórmula de Cauchy-Hadamard, se tiene: 


Si r coincide con A, еп la circunferencia y: 12 — zo | = А tiene 
que haber al menos un punto singular de la suma de la serie (6.3:3). 
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Poro ningún punto $' € y, situado en el interior de К, puede ser 
singular para esta serie, puesto que en un entorno del punto ©, 
perteneciente por completo а К, Ф (z) es una función analítica que 
en el interior de y coincide con la suma de la serie (6.3:3). Por consi- 
guiente, el punto С es singular, Evidentemente, ésto tiene que ser 
también singular para q (2), que es la suma de la serie (6.3:1). Supo- 
niendo lo contrario tendríamos una función ар (2), analítica en cierto 


FIG. 62 


entorno U; del punto $, la cual coincidiría con ҳе (2) en los puntos del 
entorno (7; situados en el interior de К. Pero entonces esta n 
ma función coincidiría con la suma de la serio (6.3:3) en los puntos del 
orno U; situados en el interior de y, es decir, $ no sería un punto 
gular para la serie (6.3:3). 
Así, pues, si 


A=R—¡2—2|=r- А 


in у Ton] 
el punto 5 es singular para q (2). Demostremos que si А 52 л, es 
decir, si A < г, el punto Ẹ es торпаг para q (2 
ma de la serie (6.3:3) representa una 
función Ар (2), que es analítica en el entorno U; del punto £ y coincido 
соп q (3) en la parte del círculo Up que está situada en el interior 
de y (fig. 62). Pero q (2) y y (2) son funciones uniformes analíticas 
en la lúnula que representa la parte común de los círculos U; y К. 
Como éstas coinciden en la parte de la lúnula que está rayada en el 
dibujo, según el teorema do unicidad, ар (2) coincide también con 
р (2) en toda la Мпа. En resumen, en este caso el punto E es rogular 
para «р (2). 


э» 
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Por lo tanto, queda demostrado que el punto Í será singular 
o regular para Ф (2) según que se cumpla la igualdad 


A=R—|2—20| 


1 
ТЕТЫ y ш 


o la desigualdad 
А< 


Ty 


Como ilustración del criterio obtenido demostremos el siguiente 
teorema de Pringsheim: 


Si los coeficientes de la serie У an3", con el circulo unidad de conver- 


gencia, son números reales no negativos an> 0, el punto 2 = 1 es 
singular para la suma de la srie. 
@ Para demostrarlo, tomemos algún punto 2, = z en el intervalo 
hA) 
Suponiendo que el punto z = 1 no es singular para la suma de la 
serie, según lo que acabamos de demostrar, tiene que verificarse la 
desigualdad 


Ar В|]: + 


= ЕТ 


(6.3:4) 


Consideremos ahora un punto arbitrario $ de la circunferencia 
unidad; sea z; un punto del radio O%, situado en la circunferencia 
х, es decir, | 2, | Entonces para 2, la distancia A hasta 
Ja circunferencia unidad será también igual a 4 — z. Por otra parte, 


awm (21) 1 { n 
Leal jan EL ang + EDO 


(44) 00-2 
ER 


k nti j 
«а Mit v Ma +. 


у, рог consiguiente, 


та ТП тш 


Debido a esto, para el punto зү, según las desigualdades (6.3:4) 
у (6.3:5), se tiene: 


а<—— ару 
i Ф 1) 
да уа 
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de donde se deduce que para la suma de la serie de potencias У) anz” 
© 


cualquier punto de la circunferencia unidad es regular. Pero, como 
ya se sabe, esto contradice a la hipótesis del teorema que estamos 
demostrando (que la circunferencia unidad es la frontera del circulo 
de convergencia). 

Así, pues, el punto z = 1 tiene que ser un punto singular para 


la suma do la serie У) anz" sia, >0 y R=1. 
T 


De la demostración del teorema se ve que, si en lugar del punto 
z = 1 so considera cualquier otro punto $ de la circunferencia unidad, 
entonces, para que Ẹsea un punto singular es suficiente que los núme- 
ros an £" sean reales no negativos. Mejor dicho, es suficiento que estos 
números sean reales y no negativos solamente desde cierto n> по 
en adelante, puesto quo representando Ф (z) en la forma 


ngt 


vo- У att Зай, 


nos convencemos inmediatamente de que el punto E será singular 
para рр (2) cuando, y sólo cuando, éste sca un punto singular para la 


suma de la serie У) az". 


Consideremos, por ejemplo, la serie 35 Šīm + Aquí los coeficion- 


tos a, son iguales а сего si п 5 2%, y son igualos a >= зіл = 2 
Por consiguiento, 


“+ 


Tio Vja] = lim Y +2 PE =4, 


de donde, según la fórmula de Cauchy-Hadamard, se deduce que el 
radio de convergencia de la serie es igual a la unidad. 

Por lo tanto, según el teorema domostrado, с] punto 2 = 1 es 
un punto singular para la suma «р (z) de la serie. Pero, del mismo 
teorema (en virtud de 1а observación hecha anteriormente) se deduce 


que cada punto E= ER donde т es un número natural arbitrario, 


ón es un punto singular рага q (2). En efecto, рага Кп, 
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Así, pues, el conjunto de los puntos singulares de la función « (2) 
es denso en toda la cireunferencia unidad. De aquí que en esta circun- 
ferencia no hay ningún punto regular del elemento Ф (2), es decir, 
todos los puntos 5, | $ | = 1, son singulare: 

Lo más admirable es que esta circunstancia no es un obstáculo 
para que la serio de potencias dada sea absoluta y uniformemente 
convergente en el círculo unidad cerrado y su suma q (2) sea una 
función infinitamente diferenciable en el conjunto |211 (en 
particular, on todos los puntos singulares). En efecto, para | 2 | < 1, 
se tiene: 


Si 
| ES y 
= 4, Бы Р 
y como la sorio $) -ir ут ©в convorgento, la serie 37 será absoluta 
T 7 


y uniformemente convergente en el círculo cerrado, por lo cual su 
suma q (2) será una función continua өп el círculo corrado. Dorivando 
ahora la serio dada término a término cualquier número m de veces, 
resulta la serie: 


y PRA) (IED м ы 


los módulos de cuyos términos para |z|< 1 satisfacen а lus des- 
igualdades 
ё Е 


Е 1 1 
Pr < 


ga ar 


para k >m. Por 


usiguiente, las series que se obtienen derivando 


término a tér 


^ 
nino la serie de potencias Dia converge uniforme- 


monte en el círculo cerrado | z | < 1. De aquí, según el teorema cono- 
cido para las funciones de variable real, que ain alteración alguna 
se extiendo para las funciones de variable compleja (definidas. por 
ejemplo, en algún recinto convexo) se deduce que eslas series repre- 
sentan las dorivadas de ¢™ (z). En resumen, y (2) es una función 
continua e infinitamente diferenciable en el círculo cerrado |z | < 1 
y analítica en el interior del círculo, para la cual cada puuto del 
eírculo unidad es un punto singular. 


¡ste ejemplo instructivo muestra que 


algunos ensos la existen- 
cia de puntos singulares de una función analítica en la frontera del 
recinto considerado (del círculo) puede no reflejarse a primera vista 
en el comportamiento de la función en la proximidad del punto 
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singular, o más exactamente, este último puede quedar desapercibi- 
do a pesar de que la función o sus derivadas dejen de ser continuas сп 
el punto frontera С dado. Es necesario considerar todas las derivadas 
de q (2) en un punto 2, 101 recinto dado para que de la comparación de 


үчү" т, - 
la magnitud [ña y ТС?” |" con la distancia A desde el punto 


Z hasta el punto $ se pueda decir si ol punto E es singular о regular, 

Las proposiciones establecidas en la pág. 336 permiten hallar 
frecuentemente el io de convergencia del desarrollo de Ta 
de nna función analítica f (2). sin tener que calcular los coeficientes 


5 ; А 1) 5] 
do la sorie, os docir, los números 2550), En este caso, Lodo so roduce 


a buscar los puntos singulares de Jos clementos. Hay que tener pre- 
sento aquí que para la función dada f (2). analítica en ciorto recinto 
G, existo un conjunto infinito de elementos distintos correspon- 
dientemento, un conjunto infinito de círculos con diforontes coentros, 
pertenecientes al recinto. Por lo tanto, suele haber puntos singulares 
de elementos distiulos de una misma función analítica, pudiendo 
ocurrir que un punto que es siogular para unos elementos sea regular 
para otros. Estos casos los aclararemos ahora en ejemplos sencillos. 
Obsérvese primero que. cuando Ja función analítica / (2) viene dada 
por una fórmula que consta de un número finito de funciones ele- 
mentales, los puntos singulares posibles de sus elementos se hallan 


Tácilinente entre los puntos de discontiunidad de esta función, por 


ejemplo, entre los puntos on los que ésta se hace inf 
entre los puntos de ramificación de la función f (2). 

Ejemplo 1. Sea f6) = 15 
y analítica en todo el plano, a excepción de los puntos z - E i 
en los cuales se haco igual a со. Sea го un punto arbitrario, distinto 
e +t; con el contro en el mismo, describamos una circunferencia y: 
| 2 25| = р, que pase por el punto 4 i o —i más próximo а Zo. 
Para precisar, supongamos que el punto más próximo es ё. En el 
interior de y la función / (2) es analítica y, por consiguiente, repro- 
senta un elemento, Cerciorémonos de que ol punto ¿es un punto 
singular del elemento, En efecto, suponiendo lo coutrario, tendremos 
que tener un entorno 07 del punto ¿y en el mismo, una función anali- 
tica Y (z), que coincide con f (2) en la parte del entorno U que está 
situada en el interior de y (esta parte la designaremos con d). Buton- 


ta y también 


Esta ción es uniforme 


сев en el punto 2 tiene que existir un límite finito 
(0 =Lim зр (2) = lim f (2) -lim 
2-4 ач ТРИ 
Е ш ш 


lo cual, evidentemente, es imposible. 


344 CAP. 111. INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS 


Así, pues, en y está situado un punto singular del elemento f (2) 
y, por consiguiente, el radio de convergencia /t del desarrollo de 
Taylor de f (2). en serie de potencias de z — zp, coincide con el radio 
p de la circunferencia y, es decir, con la distancia desde 2, hasta el 
punto +ë más próximo al mismo. 

En oste caso, ol desarrollo de Taylor es más fácil obtenerlo des- 


componiendo 


тга en fracciones simples y aplicando después la 


serio geométrica. Resulta: 


Como [EE] <1 y |а| <4 (el punto z está situado on ol into- 


rior de y, y los puntos -+i están situados ambos en y o uno 
de ellos está situado en y y el otro en el exterior de y), cada una de 


Jas fracciones ‚ ——+1— puede representarse por una serie 
+з 
{ 
тей 


20 
geométrica de razón [z о Ta 
1 LA spaa 1 (im y" 
cl (= tu 2-1 (ТЕ) ]= 


= ЖЭС" + о 2) 
7 


+ Resulta: 


iste ев el desarrollo cuyo radio de convergencia Л se deter- 
minó anteriormente. En particular, para = 1, obtenemos: R = 
=p=V2, y el desarrollo toma la Sort 


Yo” # an! (@-+-1)--(@—1)'= 
a 


da +-т@- 1+4a— 1—4 + 4 


1 


Ejemplo 2. Sea F (2) = ‚ Consideremos un recinto G 


Inz 
cuya frontera os la parte no negativa del eje real A: 20. y = 0. 
En éste, la función multiforme Ё (т) se descompone en ramas unifor- 
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mes analíticas, do las cuales consideraremos апа: 
П 1 
A ESTER 
donde Arg; z satisface a las desigualdades: 
0 Ат,2< 21. 
De la fórmula que define F (2) (o f (2)) se deduce que los puntos 


singulares de los clementos de la función F (z) pueden coincidir con 
z = 0 (punto de ramificación de Ln z y F (2)) о con el punto 2 = 1, 


FIG. 63 


en el cual se anula uno de los valores de) logaritmo. Para precisar, 
hagamos 20 = 1 + ¿. Entonces el punto más próximo a гу entre los 
dos puntos 0 y 1 será, evidentemente, el punto 7. Doscribiondo con 
el centro en zy una circunferencia y de radio p, igual a 1 (fig. 63), 
hallaremos que / (2) determina en el interior do ү un elemento q (2). 
Como al tender el punto z (situado en el interior de y) al punto 1, 
situado en y, In | 2 | tiende a O y Arg, z también tiende а 0, los valo- 
res del elemento q (z) tienden a co, de donde, razonando del mismo 
modo que en el ejemplo anterior, sacamos la conclusión de que 2 = 1 
es un punto singular del elemento considerado. Por lo tanto, ol radio 
de convergencia А del desarrollo de Taylor de q (2) (el desarollo se 
toma en serie de potencias de z — (1 + ¿)) es igual a 1. 
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Consideremos ahora el punto 2, = 1 — ¿situado en el semiplano 
inferior. Para éste el próximo de los dos puntos 0 y 1 será de nuevo 
el punto 1. Describiendo una circunferencia у’ de radio 1 con el centro 
en z, Lendremos en su interior un elemento determinado de la función 
f (2), el cual designaremos mediante ар (2). Demostremos que todos 
los puntos de la circunferencia y” son pu regulares de-este ole- 
mento. Con este fin, consideremos el círculo K: |z — (1 — i) |< 
< V 2, cuya frontera contiene el punto 0. En el intorior del círenlo 
K la función En z se descompone en ramas uniformes analíticas, una 
de las cuales coincide con Ln; z en el interior de la cirennferenc: 
y” (es suficiente elegir una rama uniforme de Ln z, cuyo valor coinci- 
da con Ln, z en el punto т\). Designemgs esta rama uniforme de La 2 
mediante Lng 2 = Ln |z | + ¿Arge 2. Como en el punto z, el valor 


de Arg, 2 cuincide con el valor de Arg, z, igual a EA y en ol inte- 


rior del círenlo K los valores de Arg, z so diferencian on valor abso- 
Tuto del valor en el contro de este círculo en una cantidad menor 


que , en todos los puntos del círculo K, Атр, z satisface a las des- 


igualdados 
Sa эл. 
21 Апас 0. 


Do aquí se deduce quo Ln, z по se anula on el circulo К. Por esto la 


función zł os analítica en esto círculo, Pero ésta coincide con түз 


en ol círculo К: |z — (4 — i) | < 1, es docir, coincide con ol ele- 

mento sp (z) de la función / (2). De aquí que cada punto de la circunfo- 

rencia y’ es regular para y (z). En efecto, рага cada punto E € y” 
ї 


existe un entorno Ug y en el mismo una función analitica piz» 


que coincide con эр (2) en Ja parte común a U; y K'. En particular, 
el punto т también será un punto regular para ẹ (2). En este 
ejemplo se ve que un mismo punto 2 = 1 es singular para un ele- 
mento de la función analítica f (2) (para q (2)) y es regular para otro 
elemento de esta función (para 4 (2). 

Como todos los puntos de la circunforencia y” son regularos para 
ap (2), el radio de convergencia del desarrollo de Taylor de esto ele- 
mento en serio de potencias de z — (1 — i) es mayor quo el radio de 
la circunferencia y”, es decir, es mayor que 1. Pero en el círculo K’ 
ap (2) = Ln, z, debido a lo cual los desarrollos de Taylor de las funcio- 
nes y (2) y а, z coinciden. Сото Ln, z es una fonción analítica en 
el círculo |z— (1—4) |< VZ, el radio de convergencia R de 
este desarrollo no puede ser menor que VZ. Para demostrar que es 
exactamente igwal a VZ, os suficiente cerciorarse que al menos mo 
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do los puntos de la circunferencia Г: |2— (1 —¿) | — VŽ es mn 


punto singular para ти Tal punto es el origen de coordenadas. En 


efecto, (р) — i оо cenando z—0 manteniéndose 


Eng. Zing 

en el interior de Г. De aquí se deduce que no existe 
х (2), analítica en un entorno Y del origen de coorden 
cida con E en los puntos comunes a U y K (suponiendo la exis- 


tencia de tal función habría que suponer tambié 
límite finito: 


guna función 
adas, que coin 


la existencia del 


X'(0)=lim x (3) = lim (T Tmz? у. 


20 


lo cual, como ya se observó, es imposible). 

Proponemos al lector cerciorurse de que en este ejemplo, 
cada punto 2, del recinto G, situado ол el semiplano superior, el т 
de convergencia del desarrollo de Taylor de la función f (2) сп serie 
de potencias de z — 2, es igual а la distancia desde 2, hasla el p 
más próximo al mismo del par O y 1, mientras que para los puntos 
2; situados en el semiplano inferior, la distancia desde z, hasta 1 no 
dosempeña ningún papel al determinar el radio de convergoncia de 
la serie correspondiente; este radio siompre coincide aquí con la 
distancia desde z, hasta el punto 0. 


$ 7. METODOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES DE POTENCIAS. COMPORTAMIENTO DE LA 
SERIE DE POTENCIAS EN LA FRONTERA DEL CIRCULO 
DE CONVERGENCIA 
7.4. En esto apartado nos dedicaremos a estudiar algunos méto- 
dos de desarrollos de las funciones analíticas en series de potencias. 
De principio, el problema de la búsqueda del desarrollo de Taylor 
se resuelve por las fórmulas de los coeficientes de la serie 


a ї"@. (n-=0,4,2,...). 


Pero la realización directa de los culos, que se basan en la deter- 
minación de las derivadas sucesivas de la función f (2), puede resaltar 
ser muy complicada o incluso difícil do efectuar. Sin embargo, on 
muchos casos, prácticamente muy importantes. se pueden obtener 
desarrollos de Taylor deduciéndolos de un modo determinado de 
otros desarrollos antes ya conocidos. 

Supongamos que la función f (z) se expresa en forma de una serio 
de funciones analíticas que converge uniformemente ољ el interior 
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de cierto entorno |z — Zo | < p del punto zp: 

16) Ўл (a). (7:1:1) 
Entonces, en virtud del teorema de Weierstrass, tendremos: 


Po-Pa 


П Д) 
чт” e= У р. (7.1:2) 
т 


Aquí fy (Eo) es el coel 


onte de (= — zo)" on el desarrollo 


de Taylor de la función fn (2), y Ж 79% (zo), el coeficiente de (2 — )* 
en ol desarrollo de Taylor de la función f (2). 
Por consiguiente, los coeficientes de Taylor de la suma de una serie 
uniformemente convergente de funciones analíticas Y, fn (2) se obtienen 
т 


sumando los coeficientes de Taylor homólogos (o sea, los cocticientes de 
una misma potencia (z — zo)", tomados de los desarrollos de cada una 
de las funciones fn (2). 

Me aquí dos ejemplos. Consideremos primero la suma de Ja sorio 


ra=3 +. 
п 


Los términos de esta seric son funciones de z, analíticas en el círculo 


m 
1—2" 


unidad, у la serie Y} es uniformemente convergente en el into- 
1 

rior del círculo unidad. En efecto, si Æ es un соп 

puntos do 

ennferene 


nto cerrado de 
te círculo y 8 > 0 os la distancia desde E hasta la cir- 
unidad, entonces para cualquier punto 2Є Ё, so 


{121—6 =р< 1; por consiguiento, | << 


—р7" 


Б 
< ¿2 . y como la serie У, En es convergente (ésla es una progro- 


1 

sión geométrica de razón р). la serie dada también вога unifor- 
memonte convergente en Æ, es decir, será uniformemente convergente 
en el interior del círculo unidad. Para determinar el coeficiente de 
2" en el desarrollo de Taylor de Ё (2), por lo anterior, hay que sumar 
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los coeficientes de 2% еп todos los desarrollos de Taylor de las funcio- 
nes 


arpi. 


El coeficiente dez” en tal desarrollo es igual a 0 si k no es divisible 
por n, y es igual a 4 si k es divisible por z. Por consiguiente. el соо 
ciente de 2" on el desarrollo de F (2) ев igual a una suma de unidades 
«cuya canti es igual al número de todos los divisores naturales del 
número /. Desiguando este número mediante т (1) (t (1) = 1, 
+ (2) == 2, т (3) = 2. 1 (4) = 3. т(5) = 2... .). tendremos: 


#@= тт. 


Este os el desarrollo buscado. Como F (2) es una función analítica 
on el círculo unidad (según el teorema de Weierstrass), el desarrollo 
hallado es convergente en el círculo unidad. 

Obsérvese también que, para z = 1, éste es divergento, puesto 


que la serie toma la forma PELON donde todos los términos 


son números naturales. De aquí que el radio de convergencia es 
igual а 1. 


Veamos también el ejemplo de la serie 


0()= У 


La función zp ев analítica en todo el plano. menos en los 
puntos z = + пл, donde se hace оо. Por consiguiente, cada una de 
estas funciones es analítica en el círculo | 2 | < л. Demostremos que 
la serie dada es uniformemente convergente on el interior de esto 
círculo. En efecto, si | z< р, donde р <a. se 

| 2: | 20 -2p 1 2p 1 


A |^ її — таті O азда ү! 


y сото on ol segundo miembro ha resultado ol término general de 
1 


ama sorio convergente (la serie > 
T 


Š os convergente), la serie 


22 
У яна туза Será uniformemente convergente en el interior del círculo 


1 И 1< л. Por lo tanto, el coeficiente de z" en el desarrollo de Taylor 
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do la función Ф (z) es igual a la suma de los coeficientes de la misma 
potencia de z en los desarrollos de Taylor de cada una de las funciones 


-am т 


aquí el cooficiente de 2% es igual a cero si Æ es par, e igual a — E, 
sik - 24 —1 (impar). Por osta ra 


ón, el coeficiente de z* en cl 
desarrollo de la función Ф (z) es igual а cero si k es par, e igual a 


2 Diz $ k os impar: Ё = 29 — 


7 
Así, pues, 


vo 255] 


«=! аі 


Esta os la serie de potencias buscada. Esla serio tiene que ser conver- 
gente en el círculo |z | < л, puesto que la función Ф (z) es analítica 
en osle círculo. Jin el punto z == n, para cada гтіпо de la sorio 
obtenemos la desigualdad: 


do dond so cumple la condición necesaria de con- 
vergencia, y la sorie os divergente, Por lo tanto, el radio de conver- 
gencia de la sorie obtenida es igual а л. 

Supongamos que / (2) viene expresada on la forma 


16) =P l (2)1. (7.1:3) 


donde 
P() – аъ ана 0502... Hanz", far (74:4) 

F (шу— Aot А, (ооа) -Az (wao)? Б... А (о аду... 
\w— a| < В, {7.4:5) 


donde los coeficientes de las series de potencias para y (2) y F (w) 
son conocidos. Como en estas condiciones q (2) — т, para 20, 
se puede señalar un número p, U<p<>r, tal que el módulo 
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lọ (6) — о, | será menor que R para [2 | <p. Debido a esto, el 
punto ш = « (z) pertenecerá al círculo de convergencia de Ja sorie 

), у, por consiguiente, la unción f (2) = F (ш) = F l (2)1 
á analítica para |z | < р. De aquí que tiene que existir un desa- 
rrollo de la función f (2) со serie de potencias de z, convergente рага 
{2 |< p. El problema consiste en calcular los coeficientes de esta 
serie. 

Consideremos el desarrollo 


Ho=P1p()1= УА, 19 (2) — сај", (1.1%) 


respecto del cual ya sabemos que es convergente рага |2 | <p. 
Рага que sea posible alegar a Ja convergencia uniforme de esla serio, 
sustituyamos p рог un nero no mayor p’, 0 <p < p, de modo 
que en el círculo |z | <p” se cumpla la desigualdad 
R 
\Ф@—-%!<-у. 


Сото la serio (7.4:5) es uniformemente convergónte para 
ш a| < Р, la serie (7.4:6) también lo será para | 2] <p”. 


Por consiguiente, el coeficiente de z* on el desarrollo de Taylor de 
la función f (2) puede obtenerse tomando la suma de los coeficien- 
los homónimos еп los desarrollos de cada una de las funciones 
An le (2) — aol". 

Los últimos desarrollos se obtienen mediante una multiplicación 
n q (2) — ао por sí misma. En el caso 
dado, la multiplicación término a término de las series ез legítima, 
puesto que so Lrata de una serie de potencias en su círculo de conver- 

. gencia, donde ésta es absolulamonte convergente. 

En resumen, llegamos a obtener la siguiente proposición: para 
obtener el desarrollo de Taylor de una función f (2) = F [y (2)1, donde 
q (2) es una función analítica en el origen de coordenadas y F (ш) es 
una función analítica en un entorno del punto оо = q (0), se debe 
poner la serie de ш = q (2) (7.1:4) en la serie de F (w) (7.425), efectuar 
las elevaciones necesarias a potencias, es decir, multiplicar las series, 
y, finalmente. sumar los coeficientes de los lérminos que contienen iguales 
potencias de z. La serie obtenida será el desarrollo de Taylor buscado 
de la función f (2). Esta será convergente en el círculo | т | < р, donde 
p se elige de tal modo que para | 2 | < p sea | q (2) — mo | < И. 

El método expuesto de obtención de desarrollos de potencias so 
lama sustitución de una serie еп otra. Ilustré- 
moslo con dos ejemplos. 

Sea 


10) = созт, 
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donde se considera aquella rama uniforme, en un entorno del origen 
«le coordenadas, de esta función biforme que toma el valor 4 para 
2 =Ò. Para aplicar la regla anterior a este ejemplo, representemos 
] (2) en la forma: 


1 
162) —11— (1 —– сов 2). 
Un nuestro caso 


w=q(2) =1—cosz 


+.» |2|<oo, 


i 
F (w) = (1 —w)Ë A um [ш]. 


Por e 


siguiente, 


Fl) = Ftp) =1 р 


1 
ET 
Limitémonos a calcular los cooliciontes do las primeras potencias, 
hasta Ja sexta inclusive. Entonces, evidentemente, los términos no 
озен боз puodon ser desechados, puesto que todos ellos figurarán 
solamente en la formación de los términos de la serie que contengan 
potencias de z mayores de la sexta. Se tiene 


Сова f(x) = V cos тез una función analítica en el шшш kie 


pues poseo derivada en el mismo, igual a 


serie de f (z) tiene que converger para |z | < жей, Siz= т. сото 
fácilmente se comprueba, se tiene un punto singular de la función 
$ (2), de donde se deduce que el radio de convergencia de la serie es 
igual a 5. 

Consideremos también 


1@) = ехр-ү 
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Representando f (z) en la forma f (2) = e exp + hagamos: 


w=p()= 


=#+@--8--...(|2|<521) y F (w) s 


+ ч)» lwj оо. 
Sustituyendo una serie en otra, resulta: 
Ho=e arar.) ERE | 
AC ad O 
ЕП 


En el ejemplo dado, donde q (2) — 
realización 
рага |a<|4: 


(fra. 


‚ se puede evitar la 
inmediata del producto de las series, observando que 


J= aa 


„ккө Da ®...(Ю+п—4у n, 
Фк... E, 
у сото 
ВЛ). (ееп 0) _ CN CE LE | 
al =, EDT =( 0—4 ). 


resulta: 


@+4-2-к...у*— (“уң ук+ 


Por lo tanto, 


19 = [1 + тген 


tar DEERE 4 х е 
С 


4)e+ 


TA 21 =p 


231199 
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Esto es el desarrollo buscado. Como la función f (2) es analítica 
en el círculo |z | < 1, la serie obtenida es convergente on el círculo 
unidad. Fácilmente se observa que z = 1 es un punto singular para 
1 (2). En efecto, cuando z tiende a 1, tomando valores positivos meno- 

1 


res que la unidad, la función exp 


1 
deduce que el radio de convergencia de la 
a la unidad. 

7.2. Pasemos ahora a estudiar el problema de la división 
de series de potencias 
Sean 


tiende а œ. De aquí se 
serie obtenida es igual 


aa (2—0) +... pala. (1.24) 


6. (2а) +... 0 (2а)... (7.2:2) 


dos series de potencias con los radios de convergencia positivos r 
y p, donde el término independiente by de la segunda serie es distinto 
do cero. Hagamos la notación с = min (r. p) (si е = p, entonces 
с == r = р). Entonces ambas series serán convergentes en el círenlo 
|z—a|<o. Si en esto círculo hay ceros de la suma de Ја serie 
2). tomamos un nuevo círculo de menor radio, en cuyo interior 
la suma de la serie (7.2:2) no se anule. (Tal círculo existe, puesto 
que el punto а no es un cero de la suma de la serie (7.2:2), debido 
a la condición by 5% 0). Así, pues, existe un círculo |2 — a | < R, 
en el cual ambas series son convergentes y la sama de la sogunda serie 
careco de ceros. En el interior de este círculo la relación 
ааа)... Бава)... т 9. 

O= (а ваа (1.2:3) 
representa una función analítica, lo cual es consecuencia de la 
regla de derivación del cociente. Por lo tanto, existe una serie de 
potencias 


totti (sa) +... Holaa +... (7.2:4) 


que exprosa a la función f (2) en el interior del círculo | z — a | < R. 
A osta serie podemos Патапа cociente de las series (7.2:1) 
(dividendo) y (7.2:2) (divisor), y el proceso mismo de su 
búsqueda, división de las series. 

Efectnemos primero la división de las series por el método de los 
coeficientes indeterminados. Para esto, escriba- 
mos la relación (7.2:3) en la form: 


1с (2—4) +... са lea +...1X 
X 1006, (2—9) +... 36 (2—4)... 
афа (2—4... Ба (2—4)... 
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y observemos que las series de potencias consideradas, siendo conver- 
gentes en el interior del círculo |z — a | < R, tienen que ser aquí 
absolutamente convergentes. Por esta razón, se pueden multiplicar 
término a término las series que figuran сл el segundo miembro de la 
última igualdad. Efectuando la multiplicación obtendremos: 


+ (cobi са) (6) + (coha + cby + ca) (2а)... 
c+ (Coba t cibn-s А... + спб) (3— a)" + 
Aa (2—а) +... +an (za +... (7.2:5) 


Соло las sumas de las serios de potencias que figuran en el prime- 
ro y segundo miembros coinciden en el círculo | z — а | < R, según 
el teorema de identidad para las series de potencias los coeficientes 
de ambas sories tienen que ser iguales. Resultan las ecnaciones: 


Caha — ау, 1 
Cobi- cibo = а, | 
Coba + cibi -H сз 


Este es un sistema infinito de ecuaciones lineales respecto de los 
coeficientes desconocidos со, су, Ca, . . +, Cn, ... La particularidad 
de este sistema, que extremadamente plifica su solución, consiste 
оп que para cualquier п (п = 0, 1, 2, 3, . . .) las primeras n + 1 
ecuaciones contienen a las primeras п + 1 incógnitas. Determinando 
co de la primera ecuación = 30 (bo 0, según la hipótesis) y 
sustituyéndolo en la s 


+ cibo = ay, de donde 


gunda, obtenemos la ocuación ¿2 Б, -+ 
ау agb 

а= рей. | 

Supongamos que, en gencral, se han hallado los valores de los 


primeros љ coeticfentes co, сү, ..., cn- Sustituyéndolos en la n+ 4 
ecuación, obtenemos: 


ССНИ: ан 
саша ш (1:2:7) 


De este modu se puede determinar el coeficiente con un índice 
previamente dado. Es fácil obtener una expresión para с„ mediante 
los coeficientes ао, а, аз, ..., an y bo, bi, - ~., Б, еп forma de un 
delerminante, El determinante del sistema formado por las primeras 


23% 
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п +4 ecuaciones es igual а 
мо 0 ...0 


(7.2:8) 


Esta f6 
las series. 

Demostremos que el cociente (7.2:4) de dos sories de potencias 
puode obtenerse dividiendo la serie (7.2:1) por la serie (7.2:2) según 
las mismas reglas por las que se dividen los polinomios, como si 
las series (7.2:1) y (7.2:2) fuesen polinomios dispuestos según las 
potencias crecientes de 2 — а. Para domostrar esto, empecemos 
a efectuar la operación indicada. Obtendremos: 


ay + або). o апаа)... [do dore со) +... а... 
Loma 30 оаа a)" зе рањо 00m (y 
пое еда ат... pet ERTE оа... 


ila resuelve completamente el problema де la división de 


E at y RIÓ q рми 
so -at S on (2 ay? +... 


do 


Los primeros dos coclicientes del cocjente obtenido coinciden con 
los valores de со y c, hallados anteriormente de las ecuaciones (7.2:6). 
Supongamos que do este modo hemos obtenido que los primeros 
n coeficientes coinciden con los valores de су. сү, .. Ca-n halla- 
dos al resolver las ecuaciones (7.2:6). Entonces, tendremos: 


tato + аа... ano +... obte) + bn ld 
осо ыло (2—a) асока а)... „опоо (а-а. oboe. 


(аа ед (2 — a) + баг — baco) 2 —а)2 +. + (ал — baca) (:—а)°®+... 
Буер а) CIA E OE 
DaMF. 


$ 7. METODOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 357 


El primer término del n-ésimo residuo es: (an — Dpto — Un. -- 
- —bycn-1) (2—a)”, por lo cual, el término del cociente que sigue 
después de c,-,(z—a)""! es igual а 


па Баса Бале... Din (суп 
о ача (a a)”, 


Pero el coeficiente de este término coincide con el valor de ca deter- 
minado de las ecuaciones (7.2:6) por la fórmula (7.2:7). 

En resumen, el método de los coeficientes indeterminados, al ser 
aplicado a la división de las series de potencias. da lugar al mismo resul- 
tado que se obtiene al operar por las reglas de la división de los polino- 
mios dispuestos según las potencias crecientes de z = 2 — а. 

Veamos un ejemplo de división de series de potencias. Conside= 
remos la función 


P()= 


а= 


Esta función es analítica en todos los puntos del plano, a excepción 
de los ceros de la función e* — 1, es decir, a excepción de los puntos: 
0, + 2лї, + áni, .. . Sustituyendo e* — 1 por el desarrollo en serie: 


еф Ae 


y simplificando el numerador y denominador de la fracción por л, 
obtenemos la siguiente expresión para A(z) (que determinará la 
función F (2) también para ¿=0): 

F()= TEF 
++ 


= 
ет 
La serie que figura en el denominador es convergento para cual- 


quier z y tiene lodos los mismos ceros que la función e* — 1, a excep- 
ción de un cero en el origen de coordenadas. (Todo esto se debe а que 


jas 
esta serio representa la función E (para z эё бу}. Por esta razón, 


en el interior del círculo | 2 | < 27 su suma no во anula. Por consi- 
guiente, la función # (2) se puedo desarrollar en serie en este círculo 


aplicando la división de series. La primera de las ecuaciones (7.2:6) 
da: 


съ 1 1, es decir, со= 1. 


Como todos los coeficientes de la serie del dividendo, а oxcepción 
del coeficiente inicial, son iguales a cero, la (n+ 1)-ósima ecuación 
7.2:6) tiene la forma 


Lrep=0 (n=1,2,3,...). (7.2:9) 
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Esta ecuación permite determinar los números с, uno tras otro. 


Para determinar el coeficiente cn sc puede utilizar también la 
fórmula (7.2:8): 


о Е ‹ 
530 
= 1, e 1 o|- 

G= 

0 0 

1 + Y 

=(—1)" 1 (п= 1, 2, 8,...). 

Ho o 

азі Д : i 

-M'e a 


Los números «„n! se llaman números de Bernoulli y se 
designan mediante Bn: В, = cnn! 

Mediante estos números se expresan simplemente los coeficientes 
de muchas relaciones importantes. Para calcularlos se tienen las 
fórmulas: Bo = со:01= 1, 


1 
ar А DO 
1 1 
Y == í 2. D 
Bn = can! = (— 1)" n! 1 1 1 о [(M=1,2,3,...). 
ч ш р“ 


Por cierto, el cálculo de los números de Bernoulli es más cómodo 


efectuarlo sucesivamente, empleando la fórmula (7.2:0). De ésta 
obtenemos: 


1 Ey 1 ШУ? 
Вт ар AO OSL 3 
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o bien, multiplicando ambos miembros de la igualdad por (пт--1)! 
ў А, 
y observando que qrp ез el coeficiente binomial (Ja 


1 i Ы i 
RCT a (14. +Ba("tt)=0 (—=1,2,3,...). 
Esta fórmula puedo representarse en la siguiente forma simbólica: 


@-+ву+'—в"+*!—0.. (7.2:14) 


Después de elevar а Ja potencia según la fórmula binomial, todos 
los exponentes de la potencia se deben sustituir aquí por los subindices. 
Como Bo=1, sucesivamente hallamos: 


Bo+2B,=0; Bi=-—3Bp=-4; 
B438, +3B:=0; B= — В.В, = 
By+4B,+6B2+4B3=0; Bj=—FBo— В,—$; В.=0 


Bo+5B,+ 10B¿+ 1083+5B,¿=0; 
1 


В, = — В, 8,2828 — iyi 


В,4-6В,4-15В, + 2083+ 15В,--6В; = 0; 
В,= В, В, h В. PB 
В-Е1В, + 24В»--35В›-Е35В, --21В; +- ТВ = 0; 
B= —+»—В,—3В,—5В,—ЪВ,— 38, = эу 


Ву=1‚, B= $, 


В,= — 3, В=0, 


Demostremos que todos los números de Bernoulli 
de subíndices impares mayores que la inidad son 
iguales a сего: 

Ba =0  (=1,2,3,...). 


Para demostrar esto, sustituyamos z por —2 еп 0] desarrollo 


z 


a E Hent. 


Br а... ++... 


(1.242) 
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obtenemos: 
e 
cent (caia 1 
o bien, restando esta última relación de (7.2:12), 


2 се? B, В; В; 
+ Dad 2а... A н... 


De aquí, basándose an la unicidad del desarrollo en serie de poten- 
cias, se deduce que: 

2Bj==1, B,=B,=. 
como se quería demostrar. 


Aplicando la propiedad demostrada de los números de Bernoulli, 
se puede escribir el desarrollo (7.2:12) en la forma: 


Bj Bo B 
= Bqpi+ EEN 


= Вын= ... 


NE (7.2:13) 
к=! 


Como los puntos singulares de la función 


al origen de cuordenadas son 2, — 27i y 2. = — 2лі (en estos puntos 
ln función no está definida y no puede definirse de modo que se 
couserve la continuidad), el radio de convergencia de la serio (7.2:13) 
es igual a 2л, De aquí que, según la Jórmula de Canehy-Hadamard, 
se deduce que: 


más próximos 


Debido a esto, para cualquier e>0 existe un conjunto infinito 
de números Bar que satisfacen a la desigualdad 
з)! 
Ba > 2, 

! a a 
us decir, que son ext 
subíndicos 2%. 

Del desarrollo (7. 
desarrollos de las fnnc: 
colgz еп la forma 


madamente grandes en comparación con sus 


3) se pueden obtener sin dificultad los 
mes 2 cotgz, tgz y zcosecz. Representemos 


ГВ elt poit ае 
юв: ре рер 1 


a r E ктш 


= + 
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de donde 


La función 


si se sustituye в Testa fórmula z por 2iz. Como la serie as 
era convergente |z|< 2л, la serie nuevamente obtenida 
convergente рага |2iz|<< 2л, ез decir, рага |2|< л. 


Así, pues, 
ЕУ 22 
Ба 1—2 + 3% ar (212) =1—iz А a 
y, por consiguiente, 
5 22% Egg = 
zcotgz=1 ~ У о. (7.2:14) 
| 


Para obtener el desarrollo de Taylor de tgz, es más fácil 
observar que 


cotg z— tg z= 2 соі 22, 
de donde 

1g 2— cotg 3 —2cotg 22. 
Sustituyendo en la fórmula (7.2:14) z por 2z, obtendremos una 
serio que es convergente para |22| <a, es decir, para |z| <} : 


9 а АВ» a ВРВОТ 
2z cotg 2а.=1-+- 2er. (7.2:141 


Restando término a té 


nino (7.2: 47 de (7.2:14), hallaremos: 


= n ЖА y 2420 Ва qua 
zcolgz— 2z cotg 2z=z tgz -5 рг 
о bien 
y 1 2#* 2 A) Bo ahi a 
tez DI Мены n Л (7.2: 


Del método mismo de obtención de esta serie se deduce que 
ésta es convergento si |z| <-F, y que Æ es el radio de conver- 
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gencia de la serie (esto se debe a que Jos puntos z= + 3 som 


2 
«singulares рага? la suma de la seric). 
Pasando a examinar la función zeosecz, obsérvese que 


сощ 


Sustituyendo еп (7.2:15) z рог + obtenemos una serie que será 


convergente para 


desarrollo (7. 
hallamos: 


iki es decir, para |z| <n. De aquí y dol 
), que también es convergente para |2]<л, 


e A (т.210) 
a 


¿coseca=2colga+2 lg 


Hallemos, finalmente, el desarrollo de sec z. Como los puntos 
«singulares de la función más próximos al origen de coordenadas 


son: z= —-у y z=% , el desarrollo buscado posec el círculo de 
convergencia: |z| <-F. Para hallarlo, apliquemos el método de 
«división de series. Tendremos: 


A +С рү 
=@+а44-@ШЁ—... 
«Como вес z ев una función par, todos los coeficientes de las poten- 
cias impares ау, аз, ав, ... Son iguales а сего: 
—¡5K——00 ta. (1.217) 
aa 


secz = 


Está admitido escribir los coeficientes ао, аз, di, ... de este 
desarrollo en la forma 


a= (2. (k=6,1,2,...). 


Los números зь, determinados de este modo, se Патап números 
de Euler. Escribiendo de nuevo (7.2:17) del modo siguiente: 


(н) (6-е) 
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y efectuando la multiplicación en el segundo miembro, hallaremos 


(аат) а 


de donde 


tas ecuaciones permiten hallar sucesivamente los números de 


uler. Obtenemos: 
E=1, E= —4, Е,=5; Es=-—61, Es=1385,... 


Si, en general, se han halJado los números Æo, Ez, ..., Ёз, 
para determinar зп se tiene la ecuación 


o 


Eo Ez Es y Bon _ 
a ata tr 
o bien 
Bot (Y) Em (7) ва... (aia) Lona + En = 0. 
De aquí que, si los números Eo, Ez, ..., Ёз: son entoros, el 
número Ea también lo será. Pero Jos primeros números hallados son 


enteros. Por consiguiente, todos los números de Euler son enteros 
El desarrollo de see 2 se escribo definitivamente en la forma 


весв= Y) 1) ¿Ear (7.2:18) 
7 


'sta es convergente рага |z| <. Los números de Euler Eyn, que 


figuran en el desarrollo, se determinan completamente por las 
condiciones: 


Lena Eq =0 


(M=1,2,3,...).  (7.2:19) 


7.3. Aquí estudiaremos algunas cuestiones ligadas con el comportamiento 
de una serie de potencias en la frontera del círculo de convergencia. Los ejem- 
plos más sencillos de series con el radio de convergencia R—1 muestran que 
еп la frontera dol círculo de convergencia la serio puede ser divergente еп cada 
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punto (а serie geométrica: 1 +24 2 0...9. 


aa 
convergente en unos puntos y ser divergonte en otros (a serie AR 


+ (— 11 +...es convergente para <= 1 yes divergente para 


= 1) y, finalmente, puede ser convergente en todos los puntos de la fron- 
з М 
tera (la serie A+ colo... ов convergente у, además, 


absolutamente, en toda la circunferencia unidad ] . 


Ocupémonos primero de establecer algunas relaciones entre la convergencia. 
de la serio de potencias en algunos puntos de la frontera del círculo do conver- 
gencia y el comportamiento de la suma do Ja serie en este círculo, 

Obsérvese que, en todos los casos, sin restringir la generalidad de los re- 
sultados, se pueden considerar series do potencias соп el círculo wnidad de 
convergencia y suponer que el punto frontera en el cual es convergente Ja serie 
de potencias es el punto z = 1. En efecto, el caso general de la serio 


aota (E— to -e Han Eto" + 


con el radio finito de convergencia Л y con el punto de convergencia bi, 
12 001== А so reduce al indicado modiante la transformación lincal entera 


EI primer resultado en esto sentido, por ol tiempo y su importancia, 
pertenece a Abel, 
Segundo tvorema de Abol. Si la serie de potencias 


atat.. амт... (T.34) 


es convergente en el punto frontera del circula de convergencia з = |, entonces, 
si el punto £ del circulo unidad tiende al punto 1 por el interior de cualquier úngulo 
go de magnitud 28 < л con el vértice en el punto z = 1, el cual es simétrico 
respecto del eje real, la suma de la serie de potencias f (2) tiende а un limite 
nue es igual o la suma de la serie еп el punto frontera, es decir, 


lim f (2) = X) an- (7.3:2) 
Eko 
Demostración, Consideremos la diferencia 


А0) = Yati 


Represcutómosla en la forma 


м) n (i—i) У) an (1— 


nl 


(7.3:3) 


doude » es un número natural fijo. 
El primer término del segundo miembro tjende a cero cuando z tiende a 1. 
Por lo tanto, para demostrar el teorema es suficiente cerciorarse que el segundo 
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término puedo hacerse arbitrariamento pequeño en el interior del ángulo gg 
«nando п es suficientemente grande. Con este fín consideremos la suma 


У ака—> 


ns 


Introduciendo Jas notaciones: Ў) ap = An (m> л). an = 0, de modo que 
nfi 


an = а, ака (k= n + 1, >. 5, haciendo luego 1+ 2+... + 2 = by 


y aplicando la transformación de Abel (cap. primero, ap. tendremos; 
ntp np 
У ar 12) (1) Y) (arani) da 
с Fi 
мр1 
201—2) [n pbn+p— $ an (Us Ёк] = 


Ке 
nip тїрї!  тї-! К 


Ya Y Y (аа. пзи 


== 
nop ntp ngp nip о туу! 
Como las sumas У) а = (12) = Y Noah 
ха "1 T 
tionden a límites finitos cuando p— co (sus series correspondientes sm con- 


nip а 
vorgentes), también tiene quo tender a un límito la suma У (У a) г". 


= 
Pasando а límites, de (7.844) obtenemos: „А; 


Sara [ End Ў (ў ауа 
A “ а А 
= Ў a-a- (ye ass 
ea A 


Sen x un núimoro positivo arbitrario. Tomemos л tan grando, n >A tr) 
que so cumpla la desigualdad. 


k 
соб 
| Y ale 
тя! 
Para cualquier k natural. Entonces, on particular, tiene que ser: 


ре 


тн 


gcos 
e. 


Por consiguiente, 


- Ecos 0 a © a 
|2 «а-®|< A р 552% 1 
жє =“ 
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Poro cerca del vértico del ángulo go y on su parte de comprendida entre 
los lados del ángulo y el arco de la circunferencia con el centro en el origen 
de coordenadas que es tangente a los lados del ángulo (fig. 64), so tiene: 


AB.AB'=AC-AC*, 


de donde 
li— 240" „др ар 2 
“a ТАЕ © САР = озб ` 
өз decir, 


11-2 [соз 0 < 201—2). 
Por lo tanto, para Edy у л> М (e) so verifica la desigualdad 


|$ 40-9] 


ntt 


ecosð e 
i 2 


Fijado un л> (е) y tomando después ӧ(е) de modo que para 


6 te) en el interior de dọ se cumpla la desigualdad 


[Saa |<. 
7 
oltendromos Чо (7.3:3): 
е | а | Сее, 11—219 e), 
& 


de donde se deduce que 
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Como ilustración del segundo teorema de Abel, consideremos la serio 


logarítmica У) (19% 
1 


т 


Demostramos, ante todo, que osta serie converge еп cada punto := е0 
de la cireunfereucia unidad. distinto de —1. 
Para esto apliquemos el teorema del ap. 3.4 del cap. primero. 


Haciendo ар = (1) y в, -+, tendremos: 


| y a| | Усе 
П 1 
n 


o soa, lus sumas У} аһ están ucotadas uniformemente (respecto do н) en valor 
т 


аула р о 
METE 


absoluto. 


Por otra parte, [04209 |=- — -—1— ‚ рог lo cual la serio Y) | brai — bn b 
ETA 


1 


es convergente. Do aqui, según el teorema citado, la serie Dj ат 
1 
pe ЕШ 
= Y (0 fg es convergente, lo cual se afirmaba, 
1 


А © ^ 
го si |z| < 1, lu suma de е = os f ()= 
Pero si |2| < 1, lu suma de la serie У) (—1)*-1 y 96 @ф=1(1 


=inj143|-+targ(1+=). Por lo tanto, Según el segundo tooroma de Abel, 
para cualquier Ө (—л< 0 < л). so tiene 


= ino 
Joi An lim In = ие 4 
A 26 
>t arg (l-e) = 1а Исо DE sen? 0 + 
es? $ 
7 
нао) 


Separando las partes real e imaginaria en esta relación, obtenemos dos 
desarrollos оп series trigonométricas que son convergentes рага —л < 0 «< 
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En particular, para 0=0, de la primera fórmula resulta: 


РЕТИ! 
A E 


y do la segunda, para 0 


y æ ев un número complejo: a=f+iy. Supon- 
gamos primero que 0 > —1. Designando con Ay el módulo de la razón 
(is a , Se tione: 


TT 
=|- 1+6. 2 a И; 


Sea f'_un número real que satisfaga a la condición р >$’ > —1. Entonces, 
рага n`>N (B”), Lendremos: 


A pp 


E, Чате. 


у, por consiguiente, 


о bien 


*) Como 


артына 
a (+) a e (1 Le) 
$ ГЫ Ре C 


<1 los términos de esta scrie decrecen en valor absoluto, se 


tiene: (LJ > AER 


y para 


148" 
n 
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Escribiendo las desigualdades análogas para los valores N(B9-+1, 
NB) +2... n y multiplicándolas término a término, obtendremos: 
TEA 


Änt o Аа Сувора nio Mao 


mplificando: 


o bien, sustituyendo À у p por sus valores y 
163] A сё) 
n ШП ишш Spr 


Aquí mediante С (В') se ha designado el valor, quo no depende de n: 


св | (wg) [овое 


Do sui quo la sucesión de los cocfícientes {(5)} de la serio binomiol con- 


vorgo а cero si В = Rea > — 1. К К 
Cuando В > 0, el número $”, que está sujeto a la única condición — 
<P” < В, se puede tomar positivo. 


A 1 
Como la serie - 
3 AENA 


es convergente para р” >O, de las desigualda- 


dos obtenidas se deduco que la serie binomial es absoluta y uniformemente con- 
vergente en todos los puntos de la circunferencia unidad si р = Rea >> 0 
Observando que en el interior del círculo unidad la suma de la serie hin 


mial es (1 + 2)2 — exp la ln (1 + 2)), en virtud del segundo teorema de Abel, 
hallamos: 


z (5) “= аа. 


Si el0=-—4, obtenemos, que lim (442) —0. Para e=-—4 (—л<0‹< л), 


se tiene: = 
lim (4-Ь)®==(4+4-е'%у®—ехр [a ln (t4 e°) 
ame 
ap {e [m (2007)+:5])= 
(2 9.) (cos 20 гео 22). 


Por consiguiente, 


D (5) em (ee) («е нар). 
; 


En particular, si æ es un número real, separando las partes roal о ima- 
ginaria, obtenemos: 


S (2) юл (2.009 L)" es 22, Seo 
7 


28-1199 
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Dol método do obtención de estas series so deduce que cllas son absoluta 
y nniformemente convorgentes en ol segmento [0, 2л]. 
La proposición recíproca al segundo teorema de Abel по es justa. En efecto, 


para la serie geométrica Ху" sa зип 
г] 


——; tiende а un límite finito, igual 


, cuando z so aproxima a cualquier punto el? de la circunferencia 


unidad, distinto do la unidad, a pesar de que la serie У) el”? os divergente on 


7 
cuda punto de la circunferencia unidad. 


Sin embargo, imponiendo algunas restricciones especiales a los coeficientes 
de la sorie, se puede afirmar que de la existencia del limito lim (леў) (aquí 
ти 


ol punto 2 == re? tiende al punto frontera e? a lo largo del radio) se deduce 
la convergencia de la serio de potencias en ol punto el? 
Ho aquí una de las proposiciones de este tipo. 
Teorema de Tauber, Si los coeficientes de una 
соп el circulo unidad de convergencia, satisfacen a la condicil 
lim na, =0 (3:0) 


тэ 


rie de potencias, 


y existe el límite 
т ў (2) =, 
xt 


entonces la serie Y) an es convergente (su suma es igual a A). 


T 
Domostración. Obsérvese primero quo de la condición (7.3:0) se 
doduce tambión que 


Ута 


T 


lim 
mso т 


0. (18:0) 


En efecto, para cualquier e>0 tendremos quo tenor 7| an| <$- pura 
n>N (e). Fijomos un n=n que satisfaga a esta condición y hallemos una 


пал 


cota para ——— cuando m >ne del siguiente modo: 


Salal Jalani tant Ял 
A o A 
а 

Falani 
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Pero si m es suficientemente grande, т >> М, tendremos, evidentemente: 


Ў ма 


у, por consiguiente, 


2\1 
m 


de donde so deduco la relación (7.3:7). 
Examinemos el módulo de la diferencia 


[Sa-10/-13 E Yee 


"+ 


<e рага т> тах {М (е), М}, 


ua Diales 4294) Гак 1а < 


«я 
Pin о 
п) + Ў о 1.38) 


бту! 
> краі 

Sea mam] <E y, además, L_— <$ para т > М (е); entonces para 

n> М (e), de la rolución (7.3:8) deducimos que 


[Jaro [<a У 
б + 
а 
Domo pt]: 


Por consiguiente, рага 1—2: 


PE (+) |< 


de donde se deduce que existe el límite 
n 


ia Dam 


o sea, la serie ) az es convergente (у su suma es igual a A). 
в 


24 
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El teorema queda demostrado. 

Еп condiciones más generales también tionen lugar proposiciones análogas. 
Precisamente, es suficiente suponer que la sucesión {э ад ) soa acotada, en lugar 
de exigir que convorja а cero. La demostración de esto teorema, perteneciente 
a Hardy y Littlewood, os mucho más complicada que la domostración del teore- 
ma do Tauber. Obsérvese que la sola tendencia a cero de los coeficientes de la 
gorio de potencias no es sulicionto para quo sea cierto un teorema análogo al do 

'auber. 

En el ap. 6.3 se demostró que en la frontera del círculo de convergencia de 
una serie de potoncias siempre existe al menos un punto singular do Ja suma de 
esta serio, Surge la pregunta: ¿Hay alguna relación entre la distribución de los 
puntos singulares on la frontera dol círculo de convergencia de una serie de 
potencias y los puntos de convergencia o divergencia de esta serio en la misma 

untere 

Los ejemplos con los que comenzamos este apartado muestran que aquí 


no hay wna relación simplo. Por ejemplo, en el caso de la serio У) 25 el radio 


1 
de convergencia es igual a 1 y. por consiguiente, en la circunferencia unidad 
existo al menos un punto singular de la suma esta serie. No obstante, la 
serio es absoluta y uniformemente convergente оп toda la cireunferencia unidad, 
en particular, es absolutamente convergente tembión en cl punto singulal 


En ol caso de la serie goomótrica У) 2", quo representa el desarrollo de la función 
5 
1 


‚ todos los puntos de la circunferencia unidad, distintos de z = 1, son 


n embargo, esta sorie 
idad, tanto da el punto 


7—3 
regulares y el punto z = 1 os el único punto singular 
es divergente en todos los puntos de la circunferencia u 
simular como on los puntos regulares. 

En los fonómenos que nos interesan se pueden observar algunas leyes somo» 
tiendo a ciertas restricciones Jas series de potencias consideradas. Así, por 
ejemplo, resulta la siguiente proposición. 

Tooroma do Fatou, Si los coeficientes de la serte de potencias (7.8:4), 
соп el circulo unidad de convergencia, tienden a cero: lim an = O, entonces la 

nao 

serie de potencias es convergente y, además, uniformemente, en todo arco de la cir- 
cunferencia unidad, cuyos puntos son todos (incluyendo los extremos del arco) regu- 
lares para la suma de la serie. 

emos tración. Como se deduce del enunciado, en el teorema se Не- 
nen en cuenta Solamente aquellas series do potencias cuyos coeficientes tienden 
a coro, para las cuales existen puntos regulares en la circunferencia unidad. 
Puede servie de ejemplo la serio logarítmica 


йн 
дүз, 
7 
cuyos coeficientes tienden а cero y la suma In (t + z) tiene el único punto sin- 
gular z = — 1. Y, en electo, en la pág. 367 во demostró que la scrie Jogarítmica 
оз convergente on tados los puntos de la circunferencia unidad, a excepción del 


1 


punto z = — 1. Para la serio geométrica У) 2", cuya suma ез igual а 


y 


T 
por consiguiente, todos los puntos de la circunferencia unidad, a excepción del 
punto z = 4, son rogulares, el teorema, evidentemente, no es aplicable, puesto 
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que Ja sorie geomótrica es divergente en todos los puntos do la circunferencia 
Unidad. Pero esta serie no satistaco a las condiciones del teorema ya que Sus 
cueficientes no tienden a coro. 

Para demostrar el teorema, supongamos que cada punto de un arco о de la 
circunferencia nuidad os regular para la suma / (2) de Ja serie. Esto significa que 
cada punto £ € o (incluyendo los extremos del arco о) posee un entorno Ug, en 
el cual existe una función analítica wz (2) que coincide con f (2) еп los puntos 
comunes а Us y a la circunferencia únidad. Adjuntando los puntos de tados 
los ontornos б (E € 0) al círculo unidad К, resulta un recinto A, para el cual 


FIG. 65 


todos los puntos del circulo К y todos los puntos del arco o son interiores. 
(Compárese con los razonamientos dol ар. 6.3, donde el papel del arco о desem- 
peñaba Ja circunferoncia entera). 

Pofinamos on el recinto A una función y (2), haciéndola igual a / (z) en los 
puntos del círculo X e igual азр; (2) en Jos puntos de los entornos Ug. La función 
abionida y (z) será uniformo y айса en el recinto А. Como бна cuincide con 
708) en K, su sorie de, potencias coincide con |а serie (7 34). 

A continuación hablaremos precisamente de la función Y (2) y de la serio 
de potencias misma (7.3:1). Desígnando con р > 0 Ја distancia desde g basta 
la frontera del recinto А (esta frontera incluyo wna parto de la circunferencia 


unidad), tomemos en la circunferencia unidad dos puntos $; y ё, no situados 


en ol arco с у soparados de sus extermos próximos en £ ; entuncos el arco Eiza 


Е) 
pertenecerá enteramente al recinto А y contendrá al arco с. Tracemos los radios 
Оф y Ota y prolonguémoslos fuera de la circunferencia unidad en la longitud $. 


Unamos, finalmente, sus extremos medjante un arco de circunferencia, obten- 
dremos un sector circular Ох; (fig. 65) que, como se deduce de su construcción, 
está enteramento situado en €l recinto А y contiene en su interior al arco о. 


Nuestra tarea consiste en demostrar que la serio У) алг" converge unifor- 


T 
memente en cl arco с. Demostraremos esto estableciendo a la voz que la suma 
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de la serio es igual a y (z). Con este fín, consideremos la función 
o= O at 0—0), (13 
donde 
Фа (2) = 9 (2)— (204-412... Hant"). 
En el intorior del círculo unidad, donde la serio У) адг® es convergente, esta 
T 


función puede expresarse en la forma 


(0) o 000 0 04140, y 031 000) E-E 8—00) 


ү; or consiguiente. os analítica әп un entorno del origen do coordenadas. DO 
li [шиша (4:3:9) se doduco que ésta es analítica también on todo ol recinio А 


(donde la función Pa (а) =p ()— Ў ам® es analítica). 


Para la acotación quo necesitamos, la función ©ņ (z) es más vontajosa que 
la función qu (95 Precisamonto, on los puntos do iróniora del sector situados 
fuera del círculo unidad, puede utilizarse el hecho de quo el módulo dol dono- 
minador del quebrado | z [*9 es muy grando (para valoros grandes de n), wie 
tras que on Jos puntos de los radios que son próximos a } 0 a Ta, las diferencias 
vospoctivas 2 — ф y 2 — te son muy pequeñas en valor absoluto. 

Despuós de sostas explicaciones, acotemos superiormente el módulo de 
on (z) on distintas partes de la frontera del sector. 

ea e” un número positivo arbitrario. Elíjamo 
Гак в k> N (g). Entonces, on los punto: 
valo Of, (o al_intorvalo Og), tendremos: (з >N ( 


)— У an 
рг 0 0—0) | 


/) de modo que sca 
rtonocientes al intor- 


>| Y treo <e Y) 1219401 ltet 
En] Per 
Observando que 


D =p llela y 12—012, 
ai 
obtenemos; 
lon (2) | <2e* рага n> №' (е). 


Examinemos ahora | o, (2) | en el intervalo фт, (o en gaza). Dosignemos el 
radio 1 + -del arco del sector modiante R. Observando que |2 — ți | = 
= ja] е tel < 11+ 1% 1<2R y designando con M elmax | y (2)| 
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en el conjunto de todos los puntos del sector, para n > У (е), tendremos: 


te- Ў azt 
(0, (01=| а 640 e—t9|< 
n ме) 
мўе PS 
<— UI 02R=2R — |р — (181—0 
Ў Тај ме) 1 
айз 9 428 (ue Y) 10100) + 
7 
я ма? А 
+ У pe ran (m+ 2 bontat ) + 
NEH 2 


Nu) 
<2r (м+ 3 
° 


ca 1 Ad 
те ITT 


Por consiguiente, 


мез 
2а(м+ У, 1а] R*) 
19 (91< El +2He", 
y, podomos elegir ol número M; (е7) > N (e) de tal modo que, para п > N, (2%), 


el primer sumando del segundo miembro de la desigualdad sea también menor 
que e”, y, por consiguiente, 


lon (2) < (284-2) e" para n> №, (e) > N (e). 
Hallemos, finalmente, una cota para el módulo | ол (2,)| en los puntos 
«tol arco 955 (incluyendo sus extremos z; y z3). Aquí se tiene: |=—¿,| < 20, 
11—L2]<2R y 
a ме) 
м+ Уа M+ У) la 1А 
19. (01< тит 482—4 нт + 


me 
У lakt M+ X) lala 
0 


A — e 
Ne) кө) A 
M+ У) lar pre M+ an| R 
> Ае" 2:141 


<i wa A c E a 
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Tomando N2(8)>N,(e')>N (e) de modo que el primer sumando del 
segundo miembro do la desigualdad sea menor que e” para n > Na (27), oblo- 
пешов: 


TES (н) п> №). 


Obsérveso que en el punto ¿=0, «п (2) tiene el valor ли. -5:02 (igual al 
Иш бл (2), de modo que | о (0) l=] an| <e" para n> Nfe) y en los 
тм 


од (2) so anula, Por lo tanto, en todos los puntos de 


puntos z=% y z= 
i Че soctor, para а > Wee”), so tono 


a frontera 
lont) < (Era) e max {= ER+1e", (+) e) А 


En virtud del principio del módulo máximo, esta dosigualdad se verifico 
también en los puntos del arco о. Pero 


А 
90) at 
Т 


РЕП 


om (8) = 


=t) e—a) 


y en los puntos del arco g el módulo | ш, (z) | satisface а Ja desigualdad 


š 
[0-2 ot 
7 


lon (2) 


1301 12621 >|+ө-Ў at] (E). 
de donde ы 


|е, Б eme para n> М (е). 
° 
Como е” es arbitrariamento pequeño, de aquí вө deduco el resultud 


Como un ejemplo simple, consideremos de nuevo la serio binomial 


У (2) raras 
7 


En la pág. 368 se domostró que lim (5) «o si Ro a >—1. Por este 
бз 


razón, la serio binomial tiono quo converger en todos los puntos do la círcun- 
ferencia unidad que son regulares para su suma (1 + z)“, о sea, en todos los 
puntos z= е0 зе — 1. La convergencia es uniforme en todo arco de la cir- 
cunferoncia que no contenga al punto = = 1 ni еп su interior, пі como uno do 
sus extremos. н 

Obsérvese que del hecho de que los coeficientes do una serie de potencias, 
con el círculo unidad de convergencia, tiendan a coro y de quo la serie sea uni- 
furmemento convergento on algún arco de la cireunferencia unidad, no se deduce 
ni mucho menos que los puntos de este arco sean regulares. Esto nos muestra 


dido. 


Z | 
el ejemplo de la serie D. para la cual, como ya se vio (púg. 340), todos 


0 
los puntos de la circunferencia unidad son singulares. 
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En conclusión, veamos el ejemplo, perteneciento а N. Luzin, do una serio 
do potencias cuyos coeficientes tienden a coro y la cual es divergente en todos 
los puntos de la circunferencia unidad. 

Considoremos el polinomio 


въ) А+... Hm 


En el punto {= е8, situado en la circunferencia unidad y distinto do 1, 
el módulo do gp (£) Пепо ol valor siguiente: 


49 


Сошо рата Т 
КЕЗЕ 
para 0< |0] $ obtenemos la desigualdad: 
229 
I> E E 2 
ау 


Esta desigualdad os válida también para Ө = 0, puesto que gp (1) = р. Evi- 


dentemente, para cualquier punto {= 9 existo un número entero Xy, 0 < 
Zakos 


< ko < p—1, tal que el punto s= e P р, portenece al arco do la cireun 
forencia unidad para el cual | arg z | <. Para este valor ko, obtenemos: 


Por consiguiente, 


к=п, 


Formemos ahora рага cada número natural р el polinomio 
2а 
нь =ep)+Pspl P ә 
taz META 
Hepe Р a зор glo > гу, 


Сошо gp (z) contiene términos con potencias de z desde cero basta p— 1, 


z) contione términos con potencias de z desde p hasta 2р—1,. , 
Кат 


20-004, (e Р z) contiene términos con potencias de z desde (p—1) p 
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hasta p? — 1, en la expresión de Jp (2) no habrá términos semejantes y Hp (2) 
será un polinomio de gado p? — 1, tuyos coeficientes todos son en valor absolu- 
to iguales a la unidad. 

Formemos, finalmente, la serie 


TOS (7.3:10) 
2 


Vo 


«como cada término do la socie que figura en el primer miembro ropresenta un 
polinomio que contione potencias de z desde 1% + 2% +... -+ (р — 1) hasta 
Mp2... -+- (р — 4)? + рї — 1, dos términos do la sorie no contienen 
potencias igualos de z. Escribiendo todas las potencias de z en orden de creci- 
miento con los mismos coeficientes que poseen en la oxpresión (7.3:10), obteno- 
«nos una sorie do potencias: 


Y aaz". (18и!) 
T 


Como Lim о, = 0 (1а 7 , donde р es un número natural que croco 


indefinidamente junto con л), la serie (7.3:11) es convergonlo en el interior del 
círculo unidad. Demostremos que ella өз divergente en todo punto do la circun- 


feroncia wnidad. Supongamos lo contrario, у sea convergonto la serio У) amg", 
T 


donde | | = 1. Entoncos tiene que ser convergente también la serie 
эпт. 


==, 


5! A 


vo 


obtenida de (7.3:11) uniendo grupos determinados de términos vecinos en uno. 
Pero esta última serio no puedo ser convergente, puesto que sus términos no 
tionden a cero: 


D, 


Isip<oo, бат<р 


лт 


Ээр. 


A ¿A Ho mpg (e P 
5:90 m > lo 
чн ниге oi 


лт РА 


1 2 
р > 20.2. ур, 
и> ур q Vo 


Rosumiondo, la serie de Luzin (7.3:14) es una serie de potencias cuyos coefi- 
cientes tienden a cero y la cual no es convergente en ninguno de los puntos de la 
circunferencia unidad. 

Del teorema de Fatou se deduco que todos los puntos de la circunferencia 
unidad son singulares para la suma do la serio construida. En efecto, еп los 
puntos singularos ósta tendría que converger. 

Señalemos tambión que la serie do potencias 


a a H apa" apt 4 
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donde «у, dy, 


son los coeficientes do la serie de Luzin, es con- 
vergente on cl р 


(sa que lim ау = 0) y es divergente en todos los 
demás puntos de la circunforoncia unidad. En efecto, suponiendo que бча fuese 
convergente on cierto punto 5 == 1, | £ | = 1, tendría que sor convergente tam- 
bién la serio 
Ia + оаа (1-04... 
y, por consiguiente, la serie 
ао аа... Бан. 


la serio do Luzin sería convergente en el punto 2 = {> de la circunferencia 
, Jo cual es imposible, 


CAPITULO 
CUARTO 


DIVERSAS SERIES. RESIDUOS. 
FUNCIONES INVERSAS 
E IMPLICITAS 


$1. PRINCIPIO DE COMPACIDAD 


1.1. Como ya зо sabe, de una sucesión arbitraria de puntos (2, ) 
siempro se puedo extraer una sucesión parcial convergente (21, )- 
No obstante, el límite de esta última puede ser un número impropio, 
es decir, infinito. Para que el límite siempre sea finito es suficiente 
exigir que la sucesión (z,) esté acotada. ¿Se verifican proposiciones 
análogas para una sucosión arbitraria de funciones {fn (2)), analí- 
ticas en un recinto G? ¿Es posible afirmar, por ejemplo, que cual- 
quier sucosión tal contiene alguna sucesión parcial de funciones 
uniformemente convergente en ol interior del recinto G (la función 
límite, según el teorema de Weierstrass, tiene que ser analítica 
en el recinto G)? Unos ejemplos sencillos muestran que para una 
sucesión arbitraria de funciones analíticas puede no existir tal suce- 
sión parcial, 

Consideremos, por ejemplo, la sucesión de funciones: z, 23, ... 

nz, ... en el círculo unidad. Esta convergo hacia coro si 
O y hacia оо si 2 5 0, y cada una de sus sucesiones parciales 
posee las mismas propiedados. Tomemos también la sucesión de 
funciones z, 2°, 2%... 2", ... en el círculo |z|<2. Bsta 
converge uniformomonto hacia сего en el interior del círculo unidad 
y hacia el infinito enando 1 < |2 | < 2. Por consiguiente, cual- 
quior sucesión parcial de la misma posee las mismas propiedades. 
Evidentemente, en cada uno de los ejemplos indicados no existo 
ninguna sucesión parcial que sea uniformemente convergente en el 
interior del recinto correspondiente (en el círculo | 2 | << 4 еп el 
primer ejemplo, у en el círenlo |z | < 2 en el segundo ejemplo). 

Diremos quo un conjunto infinito de funciones Æ (o una suce- 
sión de funciones), analíticas en un recinto G, es compacto 
en este recinto, si cualquier sucesión de funciones {fn (2)}, perteno- 
cientes a Ё, posee una sucesión parcial (f.,, (2)) que es uniformemente 
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convergente en el interior de C. Los ejemplos anteriores muestran 
que la sucesión (nz) no es compacta en el círculo unidad y la suce- 
sión {2") no es compacta en el círculo | 2 | < 2. 

Demostremos la proposición siguiente: 

Lema. Si la sucesión {fa (9) está uniformemente acotada en el 
círculo K: | — е | < В, о sea, que existe un тітето positivo M tal 
que para cualquier n se cumplen las desigualdades 


[haK M 
en todos los puntos del círculo K, entonces esta sucesión es compacta еп К. 


Demostración. Consideremos Jos desarrollos de las fun- 
ciones fa (2) en series de polencias: 
Һ(@ = АА (2) + PA (a +. (11:1) 


En virtud de las desigualdades de Cauchy para los coeficientes 
de una serio de potencias (véase el tercer cap., ap. 5.4), para cada 
Pp. 0<p<R, se tiene: 


AO 
ГА > 


donde 
Mn (р) = ae Ín) <M. 


Cuando p tiende al límite R, para cualquier entero no negativo К. 
obtenemos: 


кө, M 7 
ГАК «део п=1,2,... (1.4:2) 


Do aquí se deduce que cualquier sucesión de coeficientes homó- 
nimos do Taylor de las funciones fn (2) (es decir, de coeficientes de 
una potencia fija de 2) está acotada. 

zando esta propiedad, tomemos en la sucesión (№, (2)) nna 
súcesión parcial 


CIAO Һ„@)..... (1.13) 


tal, que converja hacia cierto límite la sucesión de términos indepen- 
dientes (4/””?) correspondientes a los desarrollos de Taylor. De la 
sucesión parcial obtenida extraemos una nueva: 


Fala) fagl) ++ Pa O 0. (1.4:4) 


de modo que para ella sea convergente también la sucesión de los 
cooficientes de la primera potencia de = — zp en los desarrollos 
de Taylor de estas funciones. En general, si ya se ha elegido alguna 
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sucesión parcial de funciones 
Ín) щт) (®)› 


Б, (11:5) 


de modo que para ella converjan hacia límites finitos las sucesignes 
de los coeficientes de los desarrollos de Taylor de las potencias 
(a — t)’, .... (E — zp)", entonces extraemos de la misma una 
sucesión parcial 


йт» @), ыч @,.... Lame @.... 


tal, que para ella converja tamhién hacia un límite finito la suce- 
sión de los coeficiontes de (z — 20)". 

Supongamos que ya se han formado las sucesiones (1.1:5) para 
cualquier natural m, extraigamos de éstas una sucesión dia- 
gonal, formada por las funciones que ocupan el m-ósimo lugar 
on la sucesión de índice m. Obtendremos una sucesión 


IAN D (1.4:6) 
donde se ha hecho ут = 09 y 
onl) = AÑ H АЎ" (2а)... H AR (а—щ)*+... 


Evidentemente, (1. es [шипа sucesión parcial de la sucesión 
inicial (f, (2)). Además, para cualquier entero no negativo k, todas 
las funciones (1.1:6), comenzando desde la (k-+1)-ésima fun- 
ción fy, pertenecen а Ја sucesión parcial 


fagn (2), Ingo (0), 5 fan (do +++ 


Por consiguiente, para las funciones (2.1:6) son convergentes las 
sucesiones de los coeficientes {Afm} para cualquier número entero 
fijo no negativo К. Hagamos 


lim AÑ" = Az. 


тоо 


Como cada uno de los coeficientes Aj” satisface a la desigualdad 
(4.4:2), esta misma desigualdad se verifica también para los núme- 
ros Ам: 


Га (6=0, 1, 2,...). (1.4:7) 


De aquí se deduce que 
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у, en virtud de la fórmula de Cauchy-Hadamard (сар. 3, ap. 5.1). 
el radio de convergencia de la serie de potencias 
AA) БА ау... (1.1:8) 


по es menor que R. Por esta razón, la suma f(z) de la sorie 
(1.1:8) represonta una función que es analítica en el círculo К. 
Demostremos que la sucesión (1.1:6) converge uniformemonte hacia 
f(z) en el interior de K. Es suficiente convencerse que la 
convergencia uniforme tiene lugar en todo círculo cerrado 
(¿20 |<p<R. 

Sea в un número positivo arbitrario, tomemos un número 
natural no, de modo que se cumpla la desigualdad 


> ME) <5 ШЕЛ 
"э 
Entonces, debido a los desigualdades (1.1:2) у (1.1:7), 


Ў Гат рр" < У M4) <$ 


nepi mti 


D 14" D м (в), 
тен noti 
y, por consiguiente, para |2—zp|<p, tendremos: 


lyn (2 1091=| D а де)" |< 
П 


= А А10" У | А |р". Y | А„|о"< 
o mott noti 
no 
УА An фе. ТЕЛ 
° 


Como ny está aquí fijado у lim Aym = An, рага т> те suli- 
cientemente grande, se tiene: 
© e 
DAR А |р". 
с 


Por consiguiente, 
„@—/(д1<* (l:—2w|<p, m> то). 
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Por lo tanto, queda establecida la convergencia uniforme de la 
sucesión (1.1:6) en el interior del círculo K. Hemos demostrado 
quo la sucesión (11:1) contiene una sucesión parcial (1.1:8), la 
cual es uniformemente convergonto en cl interior de K. Con esto, 
el lema queda demostrado. 

Para enunciar la condición necesaria y suficiente para la compa- 
cidad en cualquier recinto G, convengamos en llamar a un conjunto 
de funciones E uniformemente acotado en el 
interior del recinto 6, si para cualquier conjunto 
cerrado de puntos F del recinto G existe un númoro positivo M (Р) 
tal, que toda función f (2) Є Æ satisfaco en todos los puntos del 
conjunto F a la desigualdad 


1/()1<M(F). 
Demostremos ahora la siguiente proposición: 


Teorema de Montel. Para que un conjunto E de fun- 
cumes, analíticas en un recinto dado G, sea compacto en este recinto, 
es necesario y suficiente que esté uniformemente acotado en el interior 
de este recinto, 


La condición del teorema es necesaria para la compacidad del 
conjunto E. En efecto, supongamos que Æ es compacto y que по 

vniformemento acotado en el interior de С. Entonces tiene que 
existir un conjunto cerrado F de puntos del recinto G, on el cual 
los módulos de las funciones pertenecientes а E pueden tomar valores 
arbitrariamente grandes. En otras palabras, para todo número 
untural п so pueden soñalar una función fn (2) € E y un punto zn с F 
Jales, que en este punto se verifica la desigualdad. 


|Һһ@)|>п  (n=1,2,3,...). ЕП 

Como el conjunto E es compacto, de {/, (2)) se puede extracr 
una sucesión parcial {/n, (2)) que sea uniformemente convergente 
on ol interior de G y, en particular, en Z. La función límito f (2) será 
analítica en G y, por consiguiente, continua en F. Designemos 
con M ol max |] ) | (< co). Como, en virtud do la convergencia 


uniforme, en todos los puntos del conjunto ¥ tienen que verificarse 
las desigualdades 


lfa 6) < 1 para л>, 


se tiene: 
lin @|<1/(@[+1<М--1 


en todos los puntos del conjunto 2 y para todos п, > N. Pero esto 
«contradico al hecho de que los valores | fn, (ĉn, | son arbitrariamento 


$ 1. PRINCIPIO DP GOMPACIDAD 


grandes (son superiores a ль). De esta contradicción se deduce que 
la condición del teorema es necosaria para la compacidad. 
Domostremos que ésta cs lambién suficiente, Supongamos que 
el conjunto de funciones Æ está uniformemente acotado en ol inte- 
rior del recinto G. Cerciorémonos primero que, para с alquier con- 
junto cerrado F de puntos del recinto G, de una sucesión arbitraria 
de funciones (f, (2)} pertenecientes a Æ, se puede extraer una Suce- 
sión parcial que sea uniformemente convorgente en FP. Con esle 
Tin, para cada punto z del conjunto F consideremos algún entorno 
U+, portonecienle a G junto con su frontera, y sea и, un entorno 
con el mismo centro pero de menor radio (por ejemplo, dos veces 
menor). Debido al lema de Heine-Borel, existe un número finito 
de tales entornos: шу, и... zg, que cubren a F, En cada uno 
de los entornos correspondientes v., G=1 , q) los módulos 


de las funciones de la sucesión {/, (2)) estarán uniformemente nco- 
tados: 


„@|<М, єй, (n-i, » 


Por consiguiente, según el lema demostrado, se puede extraer de 
{fn (2) una sucesión parcial НАА (2)) que sea uniformemente conver- 


gonte en el interior de U,,, se puede extraor de (f,; (2)) una sucesión 
parcial (/,y (2)) que sca uniformemente convergente en el interior 
de Usa, cte., finalmente, se puede extraer de (J.ge=0(2)) wma suce- 
sión parcial {fyo (2)} que sea uniformemente convergente en el 
interior de Us. Por la construcci 


misma, la sucesión {/ g (2)) 
converge uniformemente en el interior de cada uno de 
entornos 07, (f = 1, ...., q), en particular, converge uniformemen- 
te en el interior de cada uno de los entornos и. (0 = 1,0. фу. 
por consiguiente, también en el conjunto / que está cubierto por 
las entornos uz, (}=1,..., q). 

Así, pues, para cualquier conjunto cerrado £ с G, la sucesión 


47, (2)} contiene una sucesión parcial que converge uniformemente 
en Ё. 


Consideremos una sucesión de conjuntos cerrados {Fy} (v = 
= 1,2, ...), de los cuales cada Fy está formado por lodos los 
puntos del recinto G cuays distancias hasta Ja frontera no son meno- 
res que L (la causa de que el conjunto Fy зеп cerrado se debo a que 
la distancia р (2, Г) desde el punto z hasta Ја frontera del 
recinto G es una función continua de z (ap. 3.8. cap. primero) y, por 
consiguiente, si 20 es mn punlo de acumulación рага Fy, entoncos 
251199 


los 
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para éste 


Р, 


P Co Гу=Нт p(z, Г)>--). 
220 
zg 
Está claro que si v es sulicientemente grande (у> уо), todos 
los conjuntos Fy no son vacíos; además, Рузе 2 Р.(у = 1, 2, ...) 
y, finalmente, todo conjunto cerrado Р < G pertenece a todos los 
Fy, comenzando desde cierto v en adelante (si la distancia desde F 
hasta la frontera del recinto С os igual а p > 0, entonces es sufi- 


ciente tomar + <p para que sea F c Fs). En otras palabras, {Fv} 


es una sucesión creciente de conjuntos cerrados que aproximan a G 
por el interior. Extraigamos de {fn (2)) una sucesión parcial {f,; (2)) 


quo sea uniformemente convergente en F,, extraigamos Juego de 
{np @} una sucesión parcial {fp (8) que sea uniformemente 


convergente en Fa, etc. Resultan unas sucesiones parciales (ўт) (2)) 


(m = 1,2, ...), de las cuales, cada una (correspondiente al índice 
m) está contenida en la anterior y converge uniformemente en Xm. 
Evidentemonto, la sucesión diagonal 


1), 10), +... Тт (2), 5 


está contenida еп {/, (2)} y para cualquier natural n todos sus tér- 
minos, comenzando desde Һә (2), pertenecen a la sucesión parcial 


(Гю (2). Por lo tanto, la misma converge uniformemente en 


cualquier conjunto Fm» y, por consiguiente, converge uniformemente 
en el interior del recinto G (puesto que, como se observó anteriormen- 
to, todo conjunto cerrado F ст G está contenido en Fm para m sufi- 
ciontemento grande). En resumen, cualquier sucesión de funciones 
Ln (£)) del conjunto E contiene una sucesión parcial que es unifor- 
memente convergente en ol interior del recinto С. con lo cual se ter- 
mina la demostración del teorema de Montel. 

En una serie de cuestiones de la teoría de funciones se introduce 
un concepto más general que el concepto considerado aquí de com- 
pacidad. 

Diromos que una sucesión de funciones {fn (z)), analíticas en 
un recinto б, converge uniformemento hacia 
el infinito en ol interior del recinto С, 
si para cualquier conjunto cerrado F < G y para cualquier número 
positivo M, existe un número N = N (M, F) tal, que en todos los 
puntos del conjunto F y para cada n > N = N (M, F) se verifican 


las desigualdades 
1һ |> м. 
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Un conjunto £ de funciones, analíticas en un recinto G, se llama 
familia normal de funciones en este 
recinto, si cualquier sucesión de funciones {fa (2)}, pertene- 
cientes a E, posee una sucesión parcial (fr, (2)) que converge unifor- 
memente en el interior del recinto G hacia una función analítica o 
hacia el infinito. 

Debido a esta definición todo conjunto compacto de funciones 
analíticas es también nna familia normal. Por esta razón, la con- 
dición de acotación uniforme en el interior del recinto G, siendo 
una condición suficiente para la compacidad, será también suficien- 
te para la normalidad. Claro que ahora esta condición no es nece- 
saria, como esto se ve en el ejemplo de la sucesión de funciones 
{2 + n}, la cual converge uniformemente hacia оо сп el círculo 
unidad y, por consiguiente, es normal. Al final del capítulo octavo 
volveremos a estudiar las familias normales. 

1.2. Una propiedad importante de los conjuntos compactos de 
funciones analíticas viene dada por la siguiente proposición. 


Teorema de Vitali. Si una sucesión {fn (2)) de funciones 
analíticas en un recinto б, es compacta en este recinto y converge en un 
conjunto de puntos е C G, que tiene por lo menos un punto de acumula- 
ción perteneciente al recinto, entonces esta sucesión converge uniforme- 
mente en el interior de G. 


Demostración. Debido a la compacidad do la sucesión 
{fn (2), de cualquier sucesión parcial de la misma {nj (2)} se puedo 
extraer otra sucesión parcial ЫЗ (2)) que es uniformemente conver- 
gente en el interior de G. Demostremos que todas las sucesiones 
parciales de la sucesión {/„ (2)), uniformemente convergentes en 
el interior de G, convergen hacia una misma función límite f (2). 
En efecto, supongamos que in hna y lim Lu, 8) = 


= Фф (2), donde {fv, (2)) y (fu, (3)) son dos sucesiones parciales 

de la sucesión (f, (2)), uniformemente convergentes en el interior 

de G. Las funciones f (2) y Фф (2) son analíticas en el recinto G (debido 

al teorema de Wejerstrass); además, éstas coinciden en el conjunto e, 

que tiene puntos de acumulación on el recinto G (en los puntos del 

conjunto e existe el lim f, (z); por esta razón, también tienen este 
moco 


mismo límite en estos puntos las sucesiones parciales {fy (2)) 


у (fa, (2). Por consiguiente, según el teorema de unicidad (cap. 
tercero, ap. 6.1), las funciones f (2) y Ф (2) coinciden en todo el 
recinto G: Ф (2) = f (2). 

Demostremos que toda la sucesión (f, (2)) converge uniforme- 
mente en el interior de G hacia la función f (z). Suponiendo que no 


25» 
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fuese cierta esta alirmación, tendría que haber un conjunto cerrado 
F&G, en ol cual {/, (2)) no convergería uniformemente hacia 
F (2). Por consiguiente, existirían un número posilivo a y unos Índi- 
ces na y los puntos correspondientes 2, del conjunto Ё, tales que 


[fa (2)—161>0(>0) А1, 2,... (4.2:4) 
Consideremos la sucesión (fn, (2). Esta contiene una sucesión par- 
cial (f,; (2)) uniformemente convergente en F, para la cual, según 
lo demostrado anteriormente, la [unción límite cs f (2). Por lo tanto, 


М (DF |<a para ZEF, n>N 


y, en particular, 
Hndi (e) <a (1.2:2) 


para valores de К suficientemente grandes. Pero las desigualdades 
(1.2:2) contradicen a las desigualdades (1.2:1). Por consiguiente, 
la hipótesis do que la sucesión 4/, (2)) no converge uniformemente 
en el interior de G hacia la función f (2) , по es cierta, Con esto se 
tormina la demostración del teorema de Vitali. 

Presentomos aquí una de las aplicaciones más simples del teo- 
rema de Vitali, a la cual haremos referencia a continuación. Sea G 
un recinto arbitrario del plano z y Г, una curva rectificable del 
plano w. Consideremos una función de dos variables F (z, w), ana- 
lítica respecto de z en el recinto G para cada w perteneciente а T. 
Supongamos que esta función es continua respecto de w en Г рага 
cada 266 y está uniformemente acotada en valor absoluto en el 
interior del recinto G para todos los puntos w € Г. En estas condi- 
ciones, se puede afirmar que la función 


= {Р w) de 
ї 


es analítica on el recinto б. y que cualquier sucesión de sumas 
integrales 


һ@= у шї") oka — wk"), 


uvergente hacia la integral para cada z perteneciente a G *), 
convergo uniformemente hacia f (2) en el interior de G. En virtud 


*) Si la ccnación de la curva Pes = (0) (® < t < В) y шу? = ip (000), 
os suficiente oxigir que dy у, тах (191—079) tienda а coro cuando 
m, i, ав 
n=. 
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del teorema de Weierstrass sobre las series de funciones analílicas, 
os suficiente demostrar la última proposición. Pero ésta es conse- 
cuencia inmediata del teorema de Vilati, pues la sucesión (/, (2)) 
es convergente en el recinto G y está uniformemente acotada en cada 
conjunto cerrado acotado E с G: 


11а Me Y |”, ш Mal, 
& 


donde My es el extremo superior de |F (z, ш)| рага 26 y шЄГ 
y L ез la longitud de la curva Г. Del mismo teorema de Weler- 
Strass se dednce que 


“ө (2) = lim Уу а 


° 


ет бй ш) = 


СИИИ | 
para cualquier natural т. 

Genoralicemos la proposición obtenida para el caso muy impor- 
tanto en las aplicaciones en que Г es una curva ilímilada: w 
= (0,4 < 2 В. lim q (1) = оо, para la enal cada arco Py: 

pa 


@+&4< т< В ох roctilicable, 

Sea Ў (2, w) una función analítica respecto de z en un recinto С 
para cada w lijado en Г, y continua respecto de w en Г рага cada z 
fijado en el recinto G. Supongamos luego que para cualquier t < [) 
osta función está uniformemente acotada сп valor absoluto en ol 
interior del recinto G para todos los puntos w Є Гу. Jòn otras pala- 
bras, para cada conjunto cerrado y acotado Ё с б y рага cada 
10 <<, existe un número Mg (т) < со tal, que 


|F (з, w) |< М(х) para 3EE y wEl y. 
u estas condiciones, según lo anterior, las integrales 


(е, к) do= 1.6) 


ropresentan funciones analíticas en el recinto G. 
Supongamos, finalmente, que estas integrales son absolulamente 
convergentes рага т —> оо, es decir, que para todo 2 Є С existe пи 


límite finito Lim Y |F G, w) 1 ds= 12 (2, ш) 148, y la función 
B г, г 
т 


хә 


Ка, ш)| ds está acotada en el interior del recinto б. 
F 

Entonces la familia de funciones analíticas (fe (2)) estará uni- 
formemente acotada en el interior del recinto G (ya que |f; (2) | 
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< $ LF (2, w) | ds < $ ГА (z, w) | ds), y, por consiguiente, у a ella 
т ? 


o a cualquier sucesión (fe, (2). donde т, — B, puede aplicársele 
el teorema de Vitali. 
Definitivamente, obtenemos que la integral impropia 


{ P G, w) ао) о) юу, (4). 


} TaB 


bajo las hipótesis hechas, representa una función analítica en el 
recinto G. 

Además, según lo anterior, para cada natural m y cada t <f, 
tendremos: 


mo j к, w) dw; 
< 


por lo tanto, basándose en la convergencia uniforme de la familia 
(/«(2)) en el interior del recinto G, obtenemos: 


Wi a Р а „ү AMF (т, w) OMF (z, шу 
1 (2) = lim Й (e) йы | е dwm бк 


бат 


Como ejemplo, consideremos la denominada transformación 
de Laplace de la función (0): 


© 


f ep (1) dt. 


Aquí la integración se efectúa а lo largo de la parte positiva 
del eje real (E; ==, сс оо) y (0) es ona fanción de Жаа 
reul, definida y continua рага 0< £< оо. Haciendo 


F (2, у= е“ (8), 
vemos que / (z, f) es una función analítica respecto de z en todo 
el plano. Además, de la igualdad 

ГЕЦ, 0 |= ep] 
se deduce que |2 (2, £)] está acotada еп todo recinto acotado del 
plano 2, para todos 105 £ pertenccientos а intervalo finito 


arbitrario fijo. Si suponemos además que para cierto número real С 
y Para un número positivo æ se verifica la desigualdad 


[Ф (0 |< сес: para 227 (a, С), 
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entonces, para cada z perteneciente al semiplano «=kez>C, 
tendremos; 
|F (т, t) | <ae- 1-0 para 2 >7 (a, С). 


De aquí se deduce, ante todo, que la integral 
тео, бш 
ò 


es absolutamente convergente en el semiplano Re 2>C y también 
que esta integral está acotada en cada semiplano Re 2>C-+e, 
£>0; si т> С-{-е, entonces 


$ = 
fine, iasta [tama r 
0 


donde А ез cualquier número positivo superior а 
Tia, C) 
| IFG 91, 
ù 
por ejemplo, 
Tia, ©) 


A= \ е9 |q (t) ldt. 


Así, pues, de la condición 
l(t) |< aet! рага t>7 (a, Су 
se deduce que la transformación de Laplace de la función p(t) 


© 


I= f ep (y dt 


representa una función uniforme y analítica en el semiplano Re z > С 
Para la derivada de orden m obtenemos en el mismo semiplano 
la fórmula: 


Jw 0) | (~ eg (0 dt. 
y 


La comparación de la transformación de Laplace | e=! y (£) dt 


б 


con la serie de Dirichlet > ase ^^, que también representa una fun- 
7 
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2 


ción analítica en el semiplano (véase a continuación en el a 
muestra que la primera ве puede considerar como la analo; 
gral de la segunda, del n 


1 


э), 
а inl 
mo modo que, por ejemplo, la transfor- 
de 

$ еб q (t) dt se puedo considorar 


mación de Fourier omo la 


analogía integral de la я 


de Fourier (escrita en forma compleja) 


SERIE DE LAURENT. SERIES DE DIRICHLET. 
TEOREMA DE RUNGE 


ntre las el de series do funciones analíticas, distintas 
ез de potencias, las más próximas a estas últimas por su 
son las series dispuestas según las potencias enteros negativas 
de z — zo: 


Ank Ay (2 20)" | Ar (3— шу + An (2— 21)" (2.1:1) 
zR’ transformemos (2.1:1) а la forma 
A БА (2.1:2) 
BI radio de convergencia de la última serie es R- —¿—: 
Tm Y TA, | 


R= 0, la serie (2.1:2) converge solamente en el punto € р 

si 0 << / << оо, la serio es absolutamente convergento en el circulo 

| $ [< R y es divorgente fuera del mismo; finalmente, si R = оо, 

la serio es absolutamente convergente сп todo punto finito del 
П 


plano, De aquí y de la relación |] = 


se deduce que, si 


[Бет 
limp] An] — оо, la serie (2.1:1) es divergente сп lodo punto 
finito; si O < lim VTA, ] < оо, la serie es absolutamente conver- 


gente para [2—20 | > lim ИТА, | y es divergente para | z — zo | < 


<TimY JA, |; finalmente, si Im YTA, | = 0, la serie os abso- 
lutamonte convergente en todos los puntos del plano, а oxcep- 
ción del punto z — 20. En otras palabras, el campo de convergencia 
de la serie (2.1:1) es el exterior del círculo de radio 
m УГА, | con el centro en Zo, el cual, para г = оо degenera 
en el punto del infinito, para 0 < r < оо es el extorior del círculo 
en el sentido propio de la palabra y, finalmente, рага г = 0 se con- 


ro 
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vierte en todo el plano, del cual se ha excluido el punto z — Zo. 
Supondremos que г = Tim Y (A, |< оо; entone 
existe un campo de convergencia de la serie (2.1:1) | 2 — zo | >> r. 
que designaremos modiante К. Como la serie (2.1:2) es unilormemen le 
convergente en todo conjunto cerrado de puntos del círculo К: 


verdaderamente. 


а! = 


121< А y 1а transformación lí transforma cual- 


quier conjunto cerrado de puntos del círculo / en un conjunto cerrado 
de puntos del recinto K y viceversa, la serie (2.1:1) converge unifor- 
memente сп el interior del re to К. En este recinto ésta delermina 
una función Ё (2): 


Ра) = Ao + А, (а)... А„(4—®)"+.... (24:47) 


que os analítica (según el teorema de Wejerstrass) en todos los puntos 
finitos del recinto К. En el punto del infinito, F (2) Loma el valor 
Ao: F (оо) — Ay. Por definición, diremos que la función А (2) es 
analítica en cl punto del infinito. Por lo 
tanto, la analilicidad de la función en el punto del infinito también 
se caracteriza por la existencia de un desarrollo de la forma (2,4:1). 
que es convergente en un entorno del punto del infinito. 

Una serie que generaliza el concepto de serie dispuesta solamen lo 
según las potencias enteras no negativas de z — zo (la serie de poten- 
cias) o solamento según las potencias enteras по positivas de 2 — 20. 
esla serie de Laurent Así se Пата la serie de la forma 


жа 
2 а, (2—2)" (24:3) 

Esta serie se entiende como la suma de dos series: 
Уа-а) y Xama" (2.1:4) 


y se considera convergente cuando, y sólo cuando, son conver- 
gontos ambas serie ). Así, pues, por definición: 


to y 
Y an (2— 29)" = lim Y a, (2— 20)" + lim $ ам (2 20), 
® „== T 


о, lo que es lo mismo, 
+” y 


У ; aa (620). (2.1:5) 


Aquí p y v tienden hacia el infinito independientemente uno del otro, 
La última expresión tiene cl sentido siguiente: para cada e> б 
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existe un N (e) tal, pue рага v > N (e) y p >N (в) se cumple la 
desigualdad: 


+o y 
| È an 0—2)" Y an (—2)"|<e 


En virtud de la definición, las propiedades de convergencia 
absoluta y uniforme de la serie de Laurent coinciden con las pro- 
piedades corrospondientes do las series (2.1:4). 


Designemos el lim Иа, | con AÀ y el lim Y Ja, | соаг. Enton- 


mao 
cos la primera de las series (2.1:4) es convergente absoluta y unifor- 
memente en el interior del recinto G, que representa el interior de la 
circunferencia Г: |2 — zo | = $+ = R, y es divergente en el exte- 
rior de esta circunferencia; la segunda de las series (2.1:4) es con- 
vergente absoluta y uniformemente en el interior del recinto g que 
representa el exterior de la circunferencia y: |2 — zp | = r, y es 
divergente on el interior de esta circunferencia. 


Los recintos G y Н tienen puntos comunes cuando, y sólo cuando, 
se cumple la desigualdad 


r<R. (2.1:6) 

En este caso, la parte común de los recintos G y g roprosenta 
aun anillo circular D: 

r<l3m|<R. (2.4:7) 


En el interior del recinto (2.1:7) ambas series convergen absoluta 
y uniformemente; por consiguiente, en el interior de oste recinto 
converge también la serie de Laurent (2.1:3), que representa en D 
una función analítica: 


to 
на) = Èi an (2—20), r 


n< R. (2.1:8) 


En cada punto situado fuera del recinto D es divergente una de 
las series (2.1:4), mientras que la otra serie continúa siendo conver- 
gente; de aquí que la serie de Laurent es divergente fuera del 
recinto D. En resumen, el campo de convergencia de la serie de Laurent 
es un anillo circular (con la condición (2.1:6)). A continuación, ha- 
blando dejlas series de Laurent, siempre se supondrá que se cumple 
la condición (2.1:6), sin la cual no existe campo de convergencia 
do la serie. 

Sir <p < А, la serie (2.1:8) es uniformemente en la circun- 
Гогепеіа ү: | z — 20 | = р; ésta también será uniformemente conver- 
gente en y después de que todos los términos se hayan multiplicado 
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por Бї; (z — 2), donde le es un número entero arbitrario. Inte- 
grando la serie obtenida sobre y, resulta: 


e 
1 1 . 1 ¡hm 
зт) е Хеј qn 


Como muestra un simple cálculo, todas las integrales del segundo 
miembro son iguales a cero, menos una de ellas, correspondiente 
a n = k e igual a 2ni (bay que emplear la ecuación de la circunfe- 
rencia y: 2 = Zo + ре, 0 < 0 < 2л). Por consiguiente, 


1 +0 а Бы 2 
ят} NS =0, 4, +2 -..). (21:9) 
y 
Hemos obtenido la expresión de los coeficientes de la serie de 
Laurent mediante la suma de esta serie. De aquí se deduce que, 
si las sumas de las series de Laurent: 


+e +> 
1) Dal y 0 6-50, 


que son convergentes en los anillos circulares D y А y que contienen 
una misma circunferencia | 2 — 20 | = p, coinciden en los puntos de 
esta circunferencia, entonces los coeficientes de ambas series son 
iguales dos a dos: 


а= (=0,>1,22-...) 


es decir, las series son idénticas. En particular, las series serán 
idénticas si los anillos D y А coinciden entre sí y f (z) = y (2) en 
todos los puntos del anillo D. De lo expuesto so deduce que los desa- 
rrollos en serie de Laurent poseen la propiedad de identidad (propiedad 
de unicidad). 

Basándose en la propiedad de identidad, del mismo modo que 
en cl ap. 5.2 del cap. tercero obtendremos que, si el desarrollo 


to 
$ аы^ representa una función par, entonces son iguales a cero todos 


E 

103 coeficientes de potencias impares de z, y si es una función impar, 

entonces son iguales a cero todos los coeficientes de potencias pares. 
Demostremos la siguiente proposición importante: 
Toorema de Laurent. Toda función f (2), uniforme 

y analítica en un anillo circular D: r< |2 — е | < R, se expresa 

en este anillo por una serie de Laurent convergente: 


109 Зое 
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Obsérvese que eu las condiciones de este leorema, el anillo puede: 
degenerar en un círculo con el centro excluido (г — 0, R < оо), 
оп el exterior de un círculo con el punto del infinito excluido 
(Ог. R = оо) y, finalmente, en todo el plano con dos punlos 
excluidos: 20 y œ (r= 0 y А = оо). En la demostración ulterior no 
quedan excluidos los casos indicados. 


FIG. 66 


Sen 2 algún punto del anillo D. Formemos un nuevo anillo D’: 
т1н, 
situado en ol interior del апі] ial y que contiene ol puuto 3 
(lig. 66). Para construirlo os suficiente toma: 
г<г'<|4—®<В'<Я. 
Supongamos también que |%—z|=p es una circunferencia con el 
centro on 2, situada en el interior de D’. Como 
«0-2 
es una función analítica de £ on el recinto D, a excepción del 
punto =з, según el teorema integral de Cauchy para un sistema 
do circuitos (ap. 2.5. cap. tercero), tendremos: 
1 10 q— A 1O ay! 10d : 
zr | a- Í 2 4+ AEE, (зл) 


зт) T~: En 


rw A 
donde Ге, L,- y ү, denotan, respectivamente, las circunferencias: 
0-21-22, |E—a0]= y |ф—|=р, 
recorridas, al integrar, сп sentido contrario al de las agujas del 
reloj. Pero la última integral en la fórmula (2.1:10) es la integral de 
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Cauchy y, por consiguiente, es igual a / (2). Por lo tanto, 
4 4 
19-37 | 49, 


rw 


(24:11) 


Expresemos bajo el signo de la primera integral (ÇE l'r) 


Ẹ 
en forma de serie geométrica de razón 220 


enyo módulo 


Obtenemos: 


а . (2.1:12) 


Como para todos los puntos 5 pertenecientes а Гле, el módulo del 
término general de la última serie es 


la serie (2.1:42) es uniformemente convergonte en Dre 


© 


(respecto 


de £). También será uniformemente convergente In serie obtenida 


de (2.1:12) multiplicando ésta por эт 7 0) (acotada en valor abso- 


luto en Tp»): 


De aquí que esta última serie puede integrarse término a término 


sobre Га. Resulta: 


CAD Y 3 Sadi 
зт) {= Dor 2—2)", (2.1:13) 


donde 


(24:44) 


Así, pues, la primera de las integrales del segundo miembro 
de la igualdad (2.1:11) la hemos desarrollado en nna serio convergente 
de potencias no negativas de z — Zo- 

Refiriéndonos а la segunda integral del segundo miembro de la 
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27: (© © Г) en ferma de serie 


igualdad (2.1311), expresemos — 


geométrica de razón ЁС, cuyo módulo 


a” 


Obtenemos: 


(2.1:15) 


Observando que esta serie también es uniformemente convergente 
en Pr, multiplicando todos sus términos por =1/ 0) e inte- 
grando término a término, hallamos: 


=r f {È = area), (2.4:16) 
ГА T 


dondo 
1 QA 


алг ра (0—12. (2.1:17) 
rr 


Resumiendo, la segunda integral en el segundo miembro de la 
igualdad (2.1:11) la hemos expresado en forma de una serie conver- 
gente de potencias negativas de z — ту. 

Sustituyendo los desarrollos obtenidos (2.1:13) y (2.1:16) en 
ol segundo miembro de la igualdad (2.1:11), obtenemos el desarrollo 
de la función f (z) en serie de Laurent para un punto arbitrario 2 € D: 


М = to 
I= Zan (2— zo)" + Y an (3—2) "= Y а„(—щ)".  (2.1:18) 
т Жж 


Los coeficientes de este desarrollo se calculan, unos por las 
fórmulas (2.1:14), otros por las fórmulas (2.1:17). Tomando una 
circunferencia arbitraria Г: |z— 20| = А, donde г< < М. 
nos convencemos mediante el teorema integral de Cauchy para el 
caso de un sistema de circuitos, que cada uno de ellos se puede cal- 
cular efectuando la integración sobrezla circunferencia Г: 


эг a (n=0, +1, +2, ...). (2.1:19) 
n 


а= 


Este resultado concuerda con el obtenido anteriormente (véase la 
fórmula (2.1:9)). 


3 2. SERIES DE DIRICHLET 399 


2.2. Una seric de la forma 


2) алели, (2.2:1) 
donde an son coeficientes complojos y àn son números reales по negativos 
que satisfacen a las condiciones 

Anys > Ân (amd, 2,. lim Ay =0c, @.22) 
nao 


se llama seric de Dirichlet (gonoral), y los números Ap se Па- 
man exponontes de la sorie. 


Haciendo, en particular, A, = ln п, obtenemos: eZ 


чє, Vi la эге 


toma la forma 


34 
CU 


ésta os una serio de Dirichlet ordinaria (clósica), que tiene 
aplicaciones en la teoria de número. ч 
Si en la serie general de Dirichlet se hacezla sustitución w = e=%, resulta 


la serie: 


Ў али?” ` 
2 


Zo +- iyor 
entonces es convergente también en todos los puntos del semiplano z = Re z > zo, 
y la convergencia de la seri 


| arg (2 — 2) | <0 < 3 (fig. 67). 


El enunciado de este teorema recuerda el primer teorema de Abel. Solamente 
que aquí, como ya se indicó, сп lugar del circulo aparece un somiplano, y des- 
pués se demuestra que la convergencia, por lo general, по es absoluta; 

Para demostrar el teorema, efectuemos wna acotación de la magnitud 


np ges 
| 2 аде |, aplicando el hecho de que la serie Zoe Зло es convergente- 


Hagamos 
ам= Y амал y an =0, 


de modo que 


аһ 9 од ака A 
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haciendo también para abreviar 


] =, 

obtenemos: 
np a NY mu! 
У me Y) arani) би = У an (а). (2.2:3) 
A та ' 


Esto última identidad һа sido escrita hasándose en la transformación de Abel 
(véase el cap. primero, ap. 3.4). 


Y 


FIG. 67 


positivo arbitrario. En virtud de la eunvorgencia de la 
to zo para n > M (в) y para cualquier m > n. tendromo: 


Гам] Y але 0] < ecos 0. (224) 
Adomás, ji 
жы ете (25) 
y 
КҮП 
ае $ е" 
ЕЎ 
Anga 
lia! | omte ae ышы; 
de 


(2.2:6) 
Si el punto z pertenece al recinto go. entonces 1—70 y Euk 

1 М 
<q: Por lo tanto. de (2.2:8) y de las desigualdades (2.24). (2.2:5) 
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y (2.2:8) se deduce la siguiente desigualdad: 


[Fee 


ano A | < e созбе erp 50 y 


яі 
n+p—i 

+ecoso Y а pann ља 
эн! 


< 00 mas 99 сь, 


con lo cual queda demostrada la convergencia uniforme de la serie de Dirichlet 
en el recinto go (para cualquier Ө <4) y a la vez, la convergencia ordinaria 


en todo el somiplano z > zo. 

Excluyendo el caso de una sorie de Dirichlet que no converja en ningún 
punto dol plano z, quedan todavía dos posibilidades: 

la serie de Dirichlet converge on cualquier punto del plano; 

existen puntos en los cuales Ja seric es convergente y también puntos en 
los cualos es divergente, 

Dotengámonos en oste último саво. Sea зо = zo + iyo un punto de con= 
vergencia de la serio de Dirichlet y д, = =, + «y, un punto de divergencia. Do 
la proposición demostrada se deduce quo z, < zo. Por otra parte, Ja serie tiene 
que ser convergente en todos los puntos del somiplano z > za y divergente en 
todos los puntos del somiplano z < ту (si fuese convergente en un punto z para 
ol cual z < ту, entonces, en virtud del teorema demostrado, tendría que con- 
vorgor también en el punto тү, lo cual contradice a la hipótesis), Puedo ocurrir 

жү = zo; entonces se tiene una recta z == zo, a un lado de da cual la serie 
(2.2:1) os convergonte y al otro lado, divergonie. Sea zı < zo; consideremos 
entonces el oxtremo inferior С de las partes reales de aquellos puntos z para 
los cuales la serie es convergente. Tendromos: тү < C < zo. 

Cerciorémonos que la serie os convergente para z > С y divergento para 
# <с C. En electo, si Не з == х 2> С, entonces en el semiiniervalo (С, z), en 
virtud de la dofínición del número С, tieno que habor al menos un número E 

uo es la parte real do un punto $ = E + in para ol cual la serio es convergento. 

о aquí, por lo demostrado, зе deduce que la serie converge también en ol punto 
dado з. Si Re z = z < C, entonces, suponiendo que la serio fueso convergente 
en el punto а = z, obtendríamos una contradicción con la dofinición del núme- 
го € como extremo inferior. 

Resumiendo, so puede decir que, para una serie de Dirichlet arbitra 
existon tres posibilidades: 

д) la seric es divergente en todos los puntos; 

b) existe una recta z = С tal, que la serie оз convergente en el semiplano 
2 > С y es divergente en ol semiplano z < С; 

©) 1а serio es convergente en todos los puntos; 

Llamando al número C abscisa de convergencia y al semiplano z > С, 
somiplano do convergoncia de la serie de Dirichlet, podemos considerar 195 
casos n) y b) como casos límites, en los cuales С = + оо y C = — оо, respecti- 
vamente, 

Considerando solamente los casos b) у с), cuando С < + оо, se puede 
afirmar, debido a la convergencia uniforme de la serio, que Ja suma de la sorie 
de Dirichlet es una función analítica en el somiplano de convergencia, Sin 
embargo. no cualquier función, ni mucho menos, analítica en un somiplano, 
puede desarrollarse en serio de Dirichlet con unos exponentes dados {Mn}. Аз, 
por ejemplo, en ol caso más simple en que todos los númoros }, son enteros, la 


261199 
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suma de la serio 
Jaja 
т 


tione que poscer periodo 2zi. Incluso esta condición necesaria во es suficiente: 
respocto de una función cualquiera f (з), analítica en un semiplano Rez > С 
У uo posea en ol mismo el periodo 2ai, so puedo afirmar solamente que Ésta 
ёз desarrollablo en una sorie de la forma 


quo es absoluta y uniformemente convergento on el intorior de este semiplano. 
Para llegar a esta desarrollo, que generaliza a la serio de Dirichlet en el mismo 
sontido en ol que la serio de Laurent generaliza а lu serie de Taylor, es suficiente 
realizar la transformación } = eż, Como resultado, 7 (z) se transformará on 
una función f* (0). uniforme y analítica оп el círculo || < е7, a excepción, 
posiblemente, de su contro. En este círeulo se 


IAS 


o bion, volviendo a la variable z: 
$ 
1@= Y) anes, 


Hasta ahora no dijimos nada do la convergencia absolnta do la serio] de 
Dirichlet en el caso goneral. 

Demostremos quo si la serie (2.2:1) es absolutamente convergente en un punto 
to = zo + iyp, entonces esta serie es absoluta y uniformemente convergente en el 
semiplano = > то. 

En ofecto, si z > zo, entonces 


ме ehnan р | mAn (1—20) | — | о„е=®ал | ¿AD ас | ae |, 


ane ац 


De aquí quo, on virtud de la сопуогрепсіа de la sorie У) | a, e"? |, de coefi- 


т 
cientes constantes no negativos, la serie (2.2:1) es absoluta y uniformomente 
convergente en el semiplano = > Zo. 

Razonando del mismo modo que se hizo para ol caso de la convergencia 
simple; os fácil ostablecer que. en lo que se rofiere а una serie arbitraria de 
Dirichlet, existon tres posibilidades: п 

a') la sorio no converge absolutamente en ningún punto del plano: 

3) existe una recta z= A, A > С, tal que en el semiplano x >A la 
sorio es absalutamonte convergente mientras que en el semiplano = <A la 
serio no converge absolutamente en ningún punto; 

e’) la serio es absolutamente convergento on todos los puntos del plano- 

Llamando al número A abscisa de convergencia abso- 
luta de la sorie de Dirichlet y al somiplano z > A, semiplano de 
convergencia absoluta, podemos considerar los casos а') y с) 
tomo casos limites, en los enales А = + со у А = — оо, respectivamente, 

Si los exponentes hy satisfacen a la condición complementaria 


@. 


7) 
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to en el caso do la serie ordinaria de Dirichlet, 

para la cual 4, = Ìn n y L = 1, como en el caso correspondiente a la serio de 

potencias, рага la cual %, = л y L= 0), entonces la abscisa de convergencia С 
y la abscisa de convergencia absoluta A satisfacen a la condición 

о< 4-С 1. (2.2:8) 

En ofecto, sea С < + со. Tomemos un punto z = С + е, dondo £ >> 0; 

mo z pertenuce al semiplano de convergencia de la sorie de Dirichlet, su Пепе, 

lim але 10400 y, por consiguiente, la sucesión (aye "Се } está acotada: 


(esta condición se cumple: 


[але АЧС) | < M. Por lo tanto, para los puntos z, = C -+ L+ Зе, ten- 
diremos: 


Jape ла ©0209 | рае (CHE) | eh (1420) E Метт (20, 


Pero, para valores do n > А suficientemente grandes, en virtud de (1.2:7), 
se tiene: 
Inn 


зе e 


es decir, 


lante) М y en 0528 pe tte) 


donde begir >® Así, pues, para n>N se verifican las dosigualdades 


hn (C 1-14 зе) M 
14 <A + 


de donde se deduco que la serie de Dirichlet es absolutamente convergente 
en el punto z,=C-+L-+3e para cualquier e >0. Por consiguiente, 


C+L43e> A, 
o bien, pasando а límites para e —> 0: 

А-СА1, 
que es lo que so quería domostrar. 


Los números A у C pueden ser, verdaderamente, distintos entro sí, como 
esto se deduco del ejemplo de da sorie 


$ L = КЕЛ 
т 


ista es una serie ordinaria de Dirichlet, para la cual Z=1, y, por 
uiente, en virtud de lo demostrado, tiene que ser: 
AC<1 

Evidentemente, la seríe (2.2:9) es divergente en el punta 2 = 0. Por otra 
parte, en cada punlo z = 5 > Ò sus términos representan números reales, de- 
crecientes en valor absoluto, que tienden a cero y son alternativamente positi- 
vos y negativos. Por consiguiente. (según el criterio de Leibniz), la serie es 
convergente. De aquí se deduce que la abscisa de convergencia do la serio es 


26% 


consi 
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С = 0. Pero en los puntos z = z = ё > 0 para ё < 1 la serio converge no ab- 


solutamento, puesto que la serio У) -Æ es divergente si д <1. Por otra parte, 
E 
1 


si 8>1, la sorie de valores absolutos У) -es convergente. Así, pues, la abscisa 
т 


П 
de convergencia absoluta do la serio (2.2:9) А = 1. Vemos, pues, que para la 
sorie (2.2:0) oxiste una franja 0 < z < 1, en la cual ésta os convergento pero 
no absolutamente, 
Cuando }, = Ô (como ya se indicó, la serie do Taylor corresponde а este 
caso), los números А y С coinciden, lo cual se deduce de la desigualdad (2,2:8), 
Por lo tanto, para las series de Dirichlot que satisfacen а la condición 


=0, a (2.2:10) 


ol semiplano de convergencia es а la voz el semiplano do convergencia absoluta, 
Domostromos que con la condición (2.2:10), el valor común de los números А 
y С se expresa por la fórmula 
A=C= Tm Hel, 
ла Жа 
guo os una analogia (y a la vez una generalización) de Ja fórmula де Cauchy — 
Гайапагд 


(2,2:41) 


= А < + оо. Tomemos un punto arbitrario 


En efecto, sea Tim ЕГ ФА! 


ч 
zo = ту + iyo €n el somiplano z > A, y sea 0 < <р — A). Entonces, 
dobido a la definición del número A, рага п > N; (6), se tieno: 
чаа Ate osea [а | е АО), 
Por consiguiento, рага л > №, (e) so verifican las desigualda 
Пале | [а [eT into ел е0 Lee, 
Poro de la condición (2.2:10) so deduco que рага п > Ma (е) 
Inn 
hn 
Por lo tanto, si n>N = тах (N, (8), №2 (0), obtenemos: 


ане 


lo cual significa que la serie de Dirichlet ов absolutamente convergente en el 
punto zo, el cual es un punto arbitrario del semiplano z > А; así, pues, А = 
=C gA. 
Por otra parte, si el punto z, = =; + iy, pertenece al semiplano z < A, 

o sta, si z, < A, entonces para £, Ое < А — тү, tiene que existir una suce- 
sión de númoros naturales (ль) tales, que 

Injap, | ЖЕ 

—_ A >A2> 21, ош, |а, [>е "№. 

Ж. д 


<e, os decir, п ме, o son, tl, 
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Entonces tendremos: 
Ал: ЧЕТЕ БЯ 
ci Жы. 


En resumen, la condición necesaria para la convergencia de la serie (2.2:1) 
no se cumple en ningún punto =, perteneciente al semiplano = < A. Por con- 
siguiente, la serie de Dirichlet es divergente en esto somiplano. emos obtenido 
que А <А = С. Confrontando los resultados obtenidos, hallamos finalmento que: 


A=C=A. 


La fórmula (2.2:14) queda establecida. 

2.3. Sea E un conjunto infinito de puntos arbitrario, cuyos puntos son 
todos de acumulación para E (Æ es un conjunto denso en sí), 
Diremos quo una función у (2), definida y uniforme en E, es localmoento 
analítica en E, si para cada punto zy € £ existe una serio de potencias 


Y) an (2— 2)" y un entorno Uy tales, que en todos los puntos de Æ pertonocien- 


ws a Us, la función f (z) se expresa en forma de una serie 
Шу; аһ 2—20)". 
16) 2 е—% 


Cuando Æ os un recinto, ol concepto de función localmente analítica coin- 
cido con el concopto de función uniforme y analítica оп ol recinto, 

Como ejemplo, consideremos una división del plano en cuadrados Ay, Az, ... 
cia con los lados paralelos a los ejes de coordenadas y de longitud 
igual a uno; supongamos que E es el conjunto de los puntos interiores de todos 
estos cuadrados, Entonces, haciendo f (s) = z> para z€ An, obtenemos una 
función que es localmente analítica en Æ. 

Sea Е = O un conjunto abiorto arbitri Si es conexo, entonces O es 
un recinto; si es desconoxo, ontoncos O consta de un conjunto finito o numerablo 
de recintos que carecen de puntos comunes dos a dos. Consideremos alguna 
división del plano en cuadrados iguales, con los lados paralelos a los ejes coor- 
donados, tal quo el origen do coordenadas sea el vértico do uno de el los. Tome- 
mos solamente aquellos cuadrados que pertenecen a O junto con los ocho cuadra- 
dos adyacentes al mismo. Los puntos situados en el interior de Jos cuadrados 
elegidos, los puntos do los lados que son comunos а dos cuadrados de esto tipo 
y los vértices, comunes para cuatro cuadrados, forman un conjunto abierto 0° 
tal, que Ọ' c O (fig. 68). 

'upongamos quo la longitud del lado del cuadrado do la división es igual 
1. Designomos con 0, la intersección del conjunto O” con el cuadrado 
8" «10 «23%, —3%<у<3". 

0, es un conjunto abierto acotado tal, que 0, с O. La frontera del conjunto 
0, consta de un número finito de curvas corradas de Jordan rectificablos, cada 
uña de las cuales está formada por un número finito de segmentos roctilincos, 

Adomás, ovidentomente, so cumplen las siguientes propiedade: 

1) O, junto con su frontera está situado en el interior de O, 

2) para todo conjunto corrado acotado Р, Р с О, se puede hallar un número 
positivo N (4) tal, que para п > N (F), F с Op. 

Expresando estas propiedades, diremos que (0,) es una sucesión 
creciente deconjuntosabiortos que аргохі тап а 0. 


а 
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Sea / (2) una función localmente analítica en O. Designando con T», la fron- 
tera del conjunto On (т = 1, 2, 3, ...), para 2 € O, tendremos: 


IDA М 


5—2 


cal sobro Ту, +; se debe entender como la suma de integrales tomadas 
sobre las cuevas cerradas de Jordan rectificables separadas, de las cuales se 
compone Г„ +. Si z € On, el punto z estará situado en el interior de una compo- 


пеше Om +1, cuya frontera designaremos con y. Entonces la integral эш f ё 
Р 


= } 0), mientras que las integrales análogas sobre las fronteras de las demás 


FIG. 68 


componentes Om 41, serán iguales a cero.*Sumándolas todas estas conjuntamente 
obtenemos la igualdad (2.3:1). Demostremos que para un e > 0 arbitrario so 
puede hallar para la integral (2.3:1) una suma integra) tal 

SM) (гу SMED, e), 


que рага todos los puntos z dul conjunto Ọm se cumpla la dosigualdad: 
IDS D (2, е) | Се. (@.32) 


Esto se deduce del teorema de Vitali (ap. 1.2). En efecto, formomos 
pura la integral (2.3:1) una sucesión do sumas integrales 


{= 


convergente hacia el mismo. Aquí £;, у ©, son los puntos inicial у final, respec- 


tivamente, del arco оъ perteneciente a la división de Гул. Generalmente, 
А r Ta ре e н 
Eh coincido con С; , pero esto no ocurre cuando ор y буа pertenecen a distintos 
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curvas que forman Fms, (по olvidemos que Гы, puede ser un conjunto dosco- 
nexo). Para que la sucesión de las sumas integrales sea uniformemente conve, 
gente en O ез sulicionte, según el teorema de Vitali, que csta sucesión ostó 
uniformemento acotada en el interior de Om,ı. Pero esto, vordaderamento, es 
así, puesto que para cualquier conjunto cerrado F с Omi, Se tiene: 


Lect ТИ 
2 GE Gi |< a tm =1, 2...) 


donde Мы = max | / (2) | en Г, Ô (F) es la distancia desde F hasta Emys 
y Lms ез la longitud do Гы. Por esta razón, para todo e >0 so. puedo hallar 
in (5) Lal, que para n > N (e) cada una de las sumas integrales consideradas 
se puede Lomar рог 59% (s, в) en Ja dosigualdad (2.3:2). 

Haciendo е == Em, е» — 0 рага т — co, oblondromos wna sucesión do 
funciones racionales SUD (гу = SO%+D (2, вац) que convergo uniformemente 
hacia f (2) en cada conjunto cerrado 0, (k = 1 ) y que, por consiguiente, 
converge uniformomento hacia f (2) еп el interior de O. En resumen, obtenemos 
el siguiente teorema: 

Para cualquier conjunto abierto O y para cualquier función uniforme f (2), 
localmente analitica en O, existe una sucesión de funciones racionales Rp (8) = 
= Sot (z) que converge uniformemente hacia f (2) en el interior de 0. 

Le т a. Sea F un conjunto cerrado acotado y $, un punto situado fuera de Р. 


Sea R (2) una Junción racional con el único polo en {2 Н (2) =. Os (ol grado 
del polinomio Р (2) no es superior a X). Si el punto 3 pertenece al mismo recinto g, 
adjunto con Р, al cual pertenece también el punto E, entonces para cualquier е => O 


Ñ e) = LO (ы grado do 
a y = eat 
P (з) по es superior a E) tal que |Ñ (2) — MG) | < e (2 € F), 

Para demostrar esto, unamos los puntos £ y 4 en el interior de g por wna 
curva continno y y dosignemos por p, p > 0, la distancia entre y y £. Dividiendo 


ve puedo construir unu función racional П 


y en arcos Oj, Ga, + + ., On, cuyos diámotros sean menores que £ y designando 
los puntos do división medianto {. = $, Z, En = js formemos una fun- 


ción 


qu 
) ] — 
«01 grado de Py (2) no es superior a k--nk—k=nyk). Para 2 € Ё, tendremos; 


Ro 1101 [1È 


А967.) 


donde M=wax | R (3) |. 


Tomando n; suficientomonte grando, obtendremoszque 


Га 0901 eer. 
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Reiterando este razonamiento, en la m-ésima vez obtendremos Ја función 
pedida Ñ (2) = Rm (2). 

Teorema do Runge. Sea O un conjunto (finito o numerable) de 
recintos simplemente conezos sin puntos comunes dos a dos, que no contienen al 
punto co. Para cada función f (2), uniJorme y localmente analitica en O, se puede 
Construir una sucesión de polinomios (Р, (z)} que converge uniformemente hacia 
7 @) en el interior de O. 

Obsérvese que, en las condi 


iones del teorema, cada componente del con- 
junto O, representa un recinto 


plemente conexo, puesto que la frontera de 


ГЇ 


FIG. 69 


М 


tal componente ез una curva cerrada do Jordan pertencciente а una de las com- 
ponentes dol conjunto О. Por lo tanto, coda punto do la frontera Г, +, del con- 
junto 0, +1, y, en particular, cada punto £;(+1), puede unirse mediante un arco 
de Jordan que no tenga puntos comunes con 0,, con un mismo punto } situado 
fuera del círculo | 2 | < А, que contiene а 0, (fig. 69). Aplicando el loma а las 
funciones racionalos 

а у =н 

за ро 


CAMEO GAMH (md, 2, n.n, мез) 


constenyamos una función racional $, (z) сов ol único polo 


pai 
чок (cl grado de P (3) no es superior a A, quosotisfaga on 
тат 

todos los puntos del conjunto O, а la desigualdad: 


1Sa (98D (3) 1< en 
por consiguiente, a la desigualdad: 
1085, (2) |< 2en- 


Pero la función , (2) es analítica en el lo [2 |< Ra, y, por consi- 
guiente, on el conjunto 0, situado en el interior de este círculo se la puedo sus- 
tituir por wna serie de potencias. Tomando un segmento P, (2) de la serie de 
potencias suficientemente grande, tendremos: 


Р) — Ра (2) 1 «Зва, 20. 


mg 8, (0) 
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La sucesión (2, (2)) satisface a todas las condiciones del teorema. 

Corolario. Sea P un conjunto perfecto acotado cuyo complemento С 
respecto del plano ampliado es conezo, es decir, es un recinto. Entonces, para cual- 
quier función f (2). uniforme y localmente analítica en P, y para cualquier е > Ù 
existe un polinomio Q (2) tal, gue . 


HO-001<e EP). 
Demostración. Para cada punto zo, Zo Є P, existe un círculo К,, 


de radio рге con el centro en za tal, que en todos los puntos del conjunto Р 
tuados en el interior de este círculo, / (2) se ropresenta por una serie de potenci 


do z — zo. Do un cubrimiento del conjunto P mediante círculos R,, |: — zo |< 
„R, . La unión de 


р, elegimos un subcubrimiento finito: Ñ, Д 
estas círculos forma un conjunto abierto O” que contiene а P. Si dos círculos 


Ra, Y К, tionon una parte común, entonces, de la desigualdad | — у | < 


1 

«<p (Pa, + Pa ) зе йевргепйе que |z; — 2) | < max (р, Pz): Sea, por ejem- 
plo, max (ру, Р.) = Pz, Entoncos ol circulo Ж, : | — г] | < P, contione 
en su interior а zy y, por consiguiente, también un conjunto infinito do puntos 
de Р, Las sumas de las series de potencias, dispuestas según z — z; у: — z, 
coinciden en el conjunto de puntos soñałado у. por consiguiente, coinciden 
también en toda la parto común de los circulos K, y K,. En resumon, las 


series de potencias У) af (¿2 (y == 1, ..., р), que representan a la fun- 
©) 
ción у (2) en sus círculos correspondientes, determinan en O” una función uni- 
forme analítica que coincido con f (2) en Р. Si 0' es la unión de recintos simple- 
monto conexos, sin puntos comunes dos a dos, eñtonces no queda más que aplicar 
el teorema do Rungo al conjunto O” y a la función f (2). Supongamos que entro 
los componentes dol conjunto O” hay recintos múltiplemonto conexos. La fron- 
tera del conjunto O” consta de wna cantidad finita р de continuos, sin puntos 
comunes dos a dos y situados en el recinto G. Tomando un punto en cada uno 


de ellos —sean éstos Za, La, - - ., Ep— unamos los puntos lo 0... Epa 
con фу por el interior Фуа mediante arcos de Jordan ү... үр. Entonces, 
0-0 N(Mm+..-+ тра) = О será un conjunto abierto, que contiene 


а Р, cuyas componentes serán recintos simplemente conexos sin puntos comunes 
(tig. 70). No queda más que agregar que P c О с 0”, y nos encontramos en 
condiciones de aplicación del teorema de Runge. 
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Basándose on el corolario demostrado, es fácil demostrar un teoremu más 
Tuerto que el de Runge: 

Teoroma. Sea О un conjunto abierto que no contenga al punto оо y que 
represente la unión de unos recintos simplemente conezos sin puntos comunes. 
Supongamos que P-es un conjunto perfecto acotado, sin puntos comunes con O, 
cuyo complemento es conezo, es decir, es un recinto. Si f (2) es una función uniforme 
y localmente analitica en O, y Ф (2) es una función uniforme y localmente analítica 
en P, entonces se puede construir una sucesión de polinomios que converge hacia 
4 (2) en O y hacia q (2) en P, y que es uniformemente convergente en todo con- 
junto F + P, donde F os cualquier conjunto cerrado acotado contenido en 0. 

Demostración. Supongamos que (0, ) es una sucosión de conjuntos 
abiertos, construídos para el conjunto O del modo quo se indicó antoriormento 
en la pág. 405 En las condiciones del teorema, cada conjunto O, os la unión 
dle unos recíhtos simplemente conexos sin puntos comunes, 0, < O у, por 
consiguiente, 0, y P no tienen puntos comunes, Por lo tanto, la función F (z), 
igual a / (2) еп O, y a q (z) en Р, es uniforme у localmento analítica on el con- 


junto perfecto О, + Р. Además, el complemento de 0, + Р ея un conjunto 
conexo, Por consiguiente, para cualquier tn >> 0 existe un polinomio P, (2) 
«ue satisfaco a la condición 


PAZ en 20, +P. 


La sucesión (Р, (2)) es la buscada. 

He aquí tres ejemplos que sirven de ilustración del teorema demostrado. 
Ejemplo 4. Sea dada alguno división del plano on cuadrados, con 
lua Judos paralelo а los ejes do coordenadas y de longitud igual а uno. Supon- 
kamos, para precisar, que el origon de coordenadas coincide con uno de los 
vértices de estos cuadrados. 

Demostromos, basándose en el tonrema do Runge, que so puedo construir 
una sucesión do polinomios (Р, (2) }, convergente en todo el plano, de modo 
quo ви límite sea igwal a una función entera arbitraria g (z) on el interior de cada 
cuadrado y sea igual a otra función ontera л (2) en los lados. 

Consideremos un cuadrado — n <z <n, — n <y <n, para un valor 
ntural n arbitrario, y sastituyamos cada uno de Jos cuadrados do la división 
considerada, por ol conjunto de cinco cuadrados y cuatro rectángulos, represen- 
tados en la fig. 71, donde se muostran también las dimensiones do ostas liguras, 
Evidentemonto, cualquier punto del plano, para я suficiontomento grando, caerá 
өп el interior de una de ostas figuras: ol punto situado en los lados de uno de 105 
cuadrados iniciales resultará оп el interior de wno de los cuadrados pequeños 
con el contro en un vértice del cuadrado inicial o en el interior de nna de los 
rectángulos que so extienden а lo largo do los lados, mientras que el punto 
situado en el íntorior del cuadrado inicial resultará en el interior del cuadrado 
cuncónteico con el mismo, cuya longitud del lado os igual a 1 - 2. 

El conjunto de las figuras construidas paca un valor dado л, es un conjunto 
porfocto acotado Рз, cuyo complemento es conexo. Definamos en este conjunto 
ura función uniformo y localmente analitica f, (з), ndo АШ 6 to 
en los cuadrados concéntricos con los iniciales, Y fa (2) = A (2) cn Jos demás 
cuadrados y rectángulos que están en la periferia respecto de los iniciales. En 
virtud del corolario del teoroma do Runge, existe un polinomio. Pa (2) que 
satisface a la desigualdad 


Imai EEn 
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Evidentemente, la sucesión (Р, (2)) 
problema planteado. 

Ejemplo 2. Construyumos mediante el teorema de Runge wna función 
entora / (2) que posea las propiedades siguientes: cualquiera que sea el recinto 
acotado simplemento conexo G y la función analítica en el mismo ẹ (2), so puede 
hallar una sucesión de números naturales (ny) tal, que la sucesión (7 (z + л)) 
converge wmiformemento hacia q (2) en ol interior de G. En otras palabras, la 
función entera buscada es wna función universal, mediante la cual (efectuando 


lA 


mee 
a 


sface a todas las condiciones dol 


FIG. 71 


solamento traslaciones del plano z en Jas magnitudes respectivas лу) se pueden 
пргохітпаг on cualquier recinto simplemento conexo cualesquiera funciones 
analíticas. 

Para la construcción, consideremos todos los polinomios posibles con 
coeficientes cuyas partes reales e imaginarias soan todas números racionales. 
Evidentemente, cl conjunto de todos estos polinomios es numerable, de modo 
que puede disponerse en forma de una sucesión: (IM, (2)). 

Consideremos ahora una sucesión de círculos cerrados Къ: |z — n? | < n. 
Estos no tienen puntos comunes y cada uno de ellos, para п 22 1, ostá contenido 
en el anillo circular 


OR 000) Lente 
Tomemos ahora un polinomio arbitrario Р, (2) 


el polinomio Pa- (2) (л > 1), defíniremos el 
to ol teorema de 


suponiendo que ya está definido 
nte polinomio P, (2) median- 
К Runge, de modo que so cumplan las siguientes desigualdados: 


(OO Pra <a Paa [<A 


Panen) дд para |22 


Evidentemente, la serie de polinomios 


PUDEN 1Р„ 0) — Раа (017 (4) 
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ев unilormemento convergente en cualquier círculo | : | < А, puesto gue los 
módulos de sus términos, comenzando desde uno de ellos, es menor que los 


tórminos de la sorie convergento Y) г. Por consiguiente, f (2) es una fun- 


1 
ción analítica on el plano finito, es decir, es entera. En cada círculo A, ésta 
satisface a la desigualdad 


ПА) п (Y) <| / (4)— Р» (2) 141 Pa ()— 
% 
— Ma =n) |< х ЇР» (2) —Рд-а (2) |+] Pm ()— 
nyi 


ES 
69014 Y) тес 


=н 


(Aquí hemos utilizado ol hecho do que Kn está situado en el interior del 
circulo [е | <73 4n? prH). Por lo tanto, оп ol circulo |2] <n tiene que 
verificarse la dosigualda: 


Пла) п, (0 1< эчт. 


Sea G un recinto acotado arbitrario, simplemente conexo y ф (z), una iun- 
ción analítica en cl mismo. Según ol teorema de Runge, existe una sucesión 
do polinomios {рт (2) }, uniformemente convergente hacia q (z) en ol interior 
de б. Poro, para cada polinomio рт (z) se puedo señalar un conjunto infinito 
do polinomios TI (2) con coeficientes cuyas partes reales o imaginarias son núme- 
тоз racionales, quo satisfacen a la desigualdad 


ln) I<Í, SAA 


Los polinomios П (z) pertonecon a la sucosión (П, (z)}; como hay una infinidad 
do ellos, sus índices en esta sucosión son arbitrariamente grandes. Tomemos 
П (2) = П, „(2 de modo que el índice nm sea mayor quo т. Obtendremos: 


TE 20. 


Evidentemente, la sucesión de polinomios (П, (2)) converge uniformemente 
hacia q (2) еп el intorior de G. No queda más quo observar que, si nm es tan 
grande quo G ostá contenido en el círculo | z | < mm, entonces, según la construc- 
ción misma de la función entera f (2), en el recinto cerrado С tiene que cumplirse 
la desigualdad: 


п, 


Tai 


n convergo uniformement 
асе а todo 


Por consiguiente, la sucesión (f (¿+ nA )} tambi 
hacia q (2) en el interior de С, де dondo se deduce quo ésta si 
lo que se pedía en el problema. 
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Ejemplo 3. Construyamos una función f (z), analítica en el círculo 
unidad y que no tenga límite en ninguno de Jos radios al aproximarse al punto 
correspondiente de Ja circunferencia unidad (respecto do las funciones de este 


q 


FIG. 72 


pues se dice gue en ningún sitio tienen valores frontera radia- 
ез). 


боа 
OCOLUL- LaL n шалта. 
Definamos los conjuntos abiertos: 
Во(}|< г), 


в (ето y Тала, o bien ла |21 
<% y Гаа). 
т (ъ<11< y Гаа, obion т 121 
<r y Jag: >F) 
y, оп genoral, Bn: 


паса 1а ласа y lagaj E, 
a soa, 
) 
(пв, 72). Construyamos ahora una sucesión de polinomios (Р, (2)} haciendo 


о (4) = 0 y sometiendo Pan- (2) у Pon (2) (suponiendo que ya se han cons- 
truido Po (8), ..., Pan-= (2) a las condiciones siguientes: 


пае 1а Ста у Таша 1,2 


O рер рат 121 Слана 
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IPn ()—1]< y рага 2€ Bons 


ES рага 12] Станса 


ГР @1< дф Pura =E Ben 


La sucosión (Р, (2)) es uniformomonte convergente on todo conjunto cerrado 
de puntos situado en el círculo unidad. En efecto. tal conjunto Р pertenece al 
círculo |2 |< л рага п >N (Р). Por lo tanto, para n > N (P), se Lione: 


I Pasi (0) — Pa (3) <бт @ € Р). El límite de la sucesión (Р, (2) } repro- 


sentu una función 2 (z) uniforme y analítica on el círculo unidad, que satisface 
a la vondición 


ГА 1 00) — Poni (2) | 


Раа D Рә әрә | 


[ил 


91-00114 Y) 


jeni 


oude 2€ Вол, y а la condición 


а 
Те Pa | У) In Ру |< 
e 


КИРЕ E 1 
<mt qm g Mnu :Ebm 
е. 


Debido a estas desigualdades y a la posición relativa de los conjuntos Bn, 
sacamos la conclusión do que Z (2) no tiene valores frontora al aproximarse a 105 
puntos de la circunferencia unidad por los radios. 

Sea O un conjunto abierto que no contenga al punto dol infinito, y supon- 
gamos que ontre las componentos del conjunto O hay al menos un recinto mú 
tiplemente conexo. Entonces, entre los puntos frontera del conjunto О 
tales puntos E que pertenecen al interior de alguna curva cerrada de Jordan Г 
contenida en O. Si (2, (2)) es la sucesión de polinomios que converge unifor- 
memente en cada conjunto cercado de puntos contenido en O, entonces, ella 
converge uniformemente en Г y, por consiguiente, también en ol interior do Г. 
Por lo tanto, la función f (2) = lim Р, (2) tiene quo ser analítica en el punto E. 


De aquí sacamos la conclusión do que toda función f (z) que pueda oxpresarso 
por una sucesión de polinomios uniformemente convergente en cada conjunto 
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corrado de puntos de O, necesariumento tiene quo ser uniforme y analítica ен 
el conjunto О, el cual representa la unión de todos los recintos mínimos simple- 
mente conexos que contienen a las componentes del conjunto abicrto O. 

En virtud del tcorema demostrado al principio de este apartado, para cada 
función f (2) localmente analítica en O, existe una sucesión de funciones racionu- 
les (А, (x)) (no polinomios) que converge uniformemente hacia f (т) en ol inte- 
rior de O, Según la construcción de la función Н, (2), todos sus polos están situa 
dos en la frontera Г, ьа del conjunto abierto Од 4: que contiene a б, y que оа 
contenido en O. El complemento de 0, respecto del plano ampliado consta de 
un número finito de recintos DW ,..., DÍ), Cada uno do éstos contiene ај 


menos un punto frontera o exterior a O y, por consiguiente, contiene al menos 
una poligonal corrada que forma purte до Г, ул. Fijemos en los recintos 2" 
sendos puntos æf”? que sean puntos exteriores о puntos frontera de О. Entonces, 
debido al lema que nos sirvió para demostrar ol teorema de Rungo, la función 


Rp (2) so puede sustituir por otra función racional Ñn (z), cuyos polos se agotan 
todos con los puntos 00") (j = 1, 2, ...› Ya), y quo satisfaco а la condición 


¡Bn (9 — Bn (0 1 <= еа el conjunto бу. Do aquí se deduce que para Iw 


función у (z) existe una sucesión do funciones racionales (Ñn ©}, uniforme 
mento convergente hacia / (e) en el interior do O. cuyos polos son todos puntos 
exteriores o puntos frontera de O у, como se vo de lo anterior, en cierta medida 
so eligen arbitrariamente. Para apreciar claramente el grado de aribitrariodad, 
supongamos, en particular, que O es un recinto de conexión finita cuya frontera 
consta do p > 2 curvas de Jordan, sin puntos comunes dos a dos. Cada una d 
estas curvas y, cs la frontera do un recinto sin puntos comunes con О. Tomemos 
en estos recintos sendos puntos ay (j = 1, 2, .. .. р). Entoncos se puedo exigir 
que todos los polos do la función Й, (+) estén contenidos entro los puntos a; 
0) =1,2,.... р). 

Si, por vimplo, O es un anillo circular: 0 < 7 < |z — zo | < R «<: œ. 
entonces p = 2 y so puode hacer: оү = sọ y ж; = оо. La función p (2) tendrá 
quo tener la forma 


ADE AO dd HAR 0 Se w 
= =ni 


Я, (= 
а)" iun 


Por lo tanto, cada función f (2), uniforme y analítica en el anillo circular, puede 
expresarse en la forma siguiente: 


1 (2) lim Ř (2) = li 


Ya sabemos quo el teoroma de Laurent permite afirmar en este caso algo 
más, pues, según éste, se puedo considerar que los coeficientes AS” no dependen 
do n, do modo que para f (:) resulta el desarrollo: 


@= Y 46—207 


¡o 
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Teorema do Montol Sea O un conjunto abierto arbitrario que 
no contenga al punto z = co, y sea f (2) una función uniforme y localmente analítica 
en este conjunto. Entonces existe una sucesión de polinomios {Pp (2)) convergente 
hacia f (2) en O (por lo general, no uniformemento). 

Demostración, Sea (On) la sucesión creciente de conjuntos abiertos 
construida anteriormente, Representemos Op en la forma 


0,=0,400—00-... + 0һ—0а-)=94-924-... ә. 
Debido a la construcción, wy está formado por cuadrados iguales de lado + 


(1=1,2, ..., п), Cada uno de estos cuadrados los sustituimos por nuove 
rectángulos, señalados en la fig. 71 (sustituyendo la longitud del lado del cuad- 


Considerando cada rectángulo como un conjunto cerrado, designe- 


mos por Rn la unión do todos los rectángulos correspondientes a los cuadrados 
wu Oa, «< On, Fácilmente se ve que A, es un conjunto perfecto, que no con- 
viene al punto del infinito y cuyo complemento os conexo. Además, Hy < O 
(o incluso Rn < 0з), debido a lo cual para cualquior en > 0 se puede hallar 
un polinomio Р, (2) que satisfaga en Xn a la desigualdad 


Г, (2) —1(21< en 
(убаво el corolario del teorema de Runge en la pág. 409). 
La sucesión (Pp (2)) satisface a todas las condiciones del teorema, sí la 
sucesión {ep} tiende a cero. 
En efecto, cada punto 2, 2 € O, pertenece a alguno de los conjuntos Op. 


Supongamos quez € фу. Entonces z pertenece а uno de los cuadrados de lado + 


que forman у, y si z está situado on uno de los vértices del cuadrado, entonces 
este punto pertenece a todos los Л, раги n > }; si z es distinto de los vérticos, 
pero está situado on la periferia del cuadrado, entonces cacrá en el interior de 
Uno do los rectángulos de la periferia para п suliciontomente grande y en ado- 
lante se mantendrá en el interior de este rectángulo, es decir, pertenccerá de 
nuevo a todos Ry. comenzando dosdo uno de ellos; finalmente, si z está situado 
eu ol interior del cuadrado ке, entonces caerá en un cuadrado concén- 
Arico para n suficientemente grande y se mantendrá en su interior, es decir, 
pertenecerá también a todos ln, comenzando desde uno de ellos. En rosumon, 
en cualquior punto z, 2 € O, para п suficientemente grande, n > N (2), se veri- 
fic la desigualdad: | P, (2) — f (2) |< 8n. y, por consiguiente, Tim Р, (2) = } (2) 


¿puesto que e, = 0 para n — 00). ы 


4 3. PUNTOS SINGULARES AISLADOS. RESIDUOS. 
PRINCIPIO DEL ARGUMENTO 


3.1. Consideremos una función uniforme f (z), analítica en un 
entorno de un punlo ту, a excepción, posiblemente, de este mismo 
punto. Entonces f (z) es analítica en cierto recinto D: 


0<|—%|< А. 
Sea г un punto del recinto D que satisfaga а la condición: 
OL iz — zo 22-8 En el círculo Кш: |а z i< |2. | 


$3. PUNTOS SINGULARES AISLADOS “т 


F (2) es una función uniforme analítica y, por consiguiente, repro- 
senta un elemento Pz (2) (сар. tercero, ap. 6.3). Todos los puntos 
do Ја circunferencia ра: |2—2 | = |Zo — 21 | serán regulares 
para éste, a excepción, posiblemenle, del punto zo. Demostremos 
quo si el punto 2, también os regular para cl elemento considerado, 
entonces será también regular para cualquier otro elemento q», (2) 
de la función f (z), correspondiente a un punto cualquiera л, 0 << 


< | e — | < Č. En efecto, on estas condiciones, todos los puntos 
de la circunforencia yz, serán regulares para Pz (3), por Jo cual la 
> 


serio de potencias У) LLE (2 — 21)" sorá convergente en cierto 
° 
círculo Кы: [г — | <p cuyo radio ру 2> 120—2 |. y por 
consiguiente, cl punto ду Será interior para Kz, Como Ja suma de 
la serie y (2) coincide con qe, (2) = f (2) en el сїгсїйо Л, sogún el 
teorema do unicidad, ésta tiene que coincidir también con f (3) оп 
todos los puntos comunes а Kz, y D. En particular, ósta coincide 
con a) en todos los puntos de un entorno U del punto ге (a excop- 
ción del mismo punto za, en el cual por ahora 1а función f (2) no está 
definida). Tomemos ahora un punto cualquiera 2: з 21, | 2 — 20 | < 


<E, ol círenlo que le corresponde Кш: [2 — 22 1 | ze — zo | 


y ol elemento «pz, (2) (que no representa otra cosa más que la fun- 
ción f (z) en el círculo Ке). Entonces zo está situado en la curcunto- 
rencia үз: |Z — za | = | 22 — Zo |. Como en su entorno U existe 
una función analítica y, (2) que coincide con f (z) en todos los puntos 
de U distintos de 20, ella coincide con q», (2) en los puntos comunes 
para U y ka, de donde se deduce que оез un punto regular para (pza (2). 

Resumiendo, si se consideran todos los elementos que represen- 
tan la función 7 (2) en el interior de las circunferencias que pasan 
por ду. y el punto 2, es regular рага uno de estos elementos q», (2), 
entonces éste es regular también para cualquier otro elemento 
Que (2). En este caso, llamamos a la función / (2) regular cn el punto 
t, y completamos sn definición haciendo f (2) =p (20) De este 
modo, la función resulta analítica en todos los puntos del círculo 
[2 — | <R y, por consiguiente, es desarrollable en serie de 
Taylor, dispuesta según las potencias de z — zp, convergente en el 
interior de este círculo. 

Consideremos ahora el caso en que el punto zo sea singular para 
algún elemento q», (2). Entonces. en nuestras condiciones, éste tiene 
que ser también singular para cualquier otro elemento Pz (2). En 
elocto, suponiendo que fuese regular para «р. (2), según lo demostra- 
do, tendríamos quo sacar la conclusión de que sería también regular 
para Pz (2), en contra de lo supuesto. 


274199 
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En resumen, si 2, es un punto singular para uno de los elementos 
= (2) que representan nuestra función uniforme f (z) en el inte- 
rior de una circunferencia que pasa por el punto za, entonces será 
también un punto singular para cualquier otro elemento (pe (2). 
En este caso, diremos que la función ў (2) posee un punto singular 
== то, о mejor dicho, que posee un punto singular aisla- 
do de carácter uniforme. 

La serie de Laurent es el instrumento principal para la represen- 
tación y estudio de una función analítica en el entorno de un 
punto singular aislado zọ. Apliquemos el teorema de Lanront a la 
función f (z) en el recinto D: 0 < |2 — 20| < R. Este recinto es 
una degeneración de un anillo circular con el radio interior г = 0. 
Obtenemos: 


а 
Р = Ў a(z)", ED, (81:1) 


donde 
ua С] АЕ 
as (80, £1, +2,.. 
Yo 
Y ү, es una circunferencia de radio p, 0 <p < R, соп el centro en 
el punto ду. El desarrollo (3.1:1) puede utilizarso también cuando 
Zo оз un punto regular. En este caso, la serie de Laurent se convierte 
en la serie de Taylor, y se tiene: а; = a „z ... = 0. 
Demostremos la siguiente proposición fundamental. 
Teorema. Para que una función f (z), uniforme y analitica 
en el recinto D: 0 < | 2 — Zo | < R, sea regular en el punto zp, es 
necesario y suficiente que exista un entorno U del punto 2, en el cual 
f (2) esté acotada en valor absoluto. 


Demostración. Supongamos que el punto 2, es regular 
para / (z). Entonces, оп cierto entorno del punto zo, f (z) coincide 
con una función їр (2) que es analítica en este entorno. Tomando el 
entorno U de modo que éste quede situado junto con su fronlera 
оп el interior del recinto donde y (z) es analítica, y teniendo en 
cuenta que esta última es por lo tanto continua, hallaremos quo existe 
un М < оо tal, que 

l1()=[v()]<M, 260. 
Por lo tanto, queda demostrado que la condi 
necesaria. 


Demostremos ahora que es suficiente. Supongamos que existen 
un entorno {7 del punto 2, y un número positivo M < оо tal, que 


| (2)1<M para todos los puntos € U. 


n del teorema es 
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Entonces, eligiendo р, 0 <p < R, de modo que la circunferencia 
ть pertenezca а U, para los módulos de los coeficientes an de la 
serie de Laurent (3.1:1) obtenemos las siguientes acotaciones: 


1 2лр м 
Jan} < Min: о sea, Гот . 

Considoremos aquí solamente los cocficientes de las potencias 
negativas de 2 — Zo, о sea, supongamos que n < 0. Evidentemente, 
cuando p tiende a cero (con la única condición de que 0 <р < А), 
obtenemos: 


an=0, para п= —1, —2, —3,... 


Así, pues, la serie de Laurent se convierte en la serie de 
Taylor: 


1@= Sana)”. 


do donde se deduce que f (z) coincide en el recinto D con una fun- 
ción que es analítica en un entorno del punto 2, (con la suma de la 
serie de potencias hallada), es decir, el punto 2, es regular para f (2). 

Del teoroma demostrado se deduce que, para que т, sea un punto 
singular aislado de la función f (z), es necesario y suficiente que en 
cualquier entorno del mismo по esté acotado el módulo |7 (2) |, 
es decir, se cumpla la condición 


Tim |} (2) | = оо. (3.1:2) 


zezo 


De aquí que, a priori, hay dos posibilidades para el comporta- 
miento de f (z) en un entorno de un punto singular aislado: 
a) lim f (2) = оо; 


b) no existe ningún límite (ni finito ni infinito) de la función 
# (2) cuando z tiende hacia то. 
Cada uno de estos casos subsiste en la realidad. 


Hagamos f (2) = py» donde n es un número natural. 


7 
Evidentemente, esta función es analítica рага 0 < |2 — zo| y 
lim 7 (2) = оо. Por lo tanto, en este ejemplo se verifica el сазо a). 
zato 

у 


Como segundo ejemplo, tomemos f (2) = е. Esta función 


también es analítica рага 0 < | 2 — 20 |, pero, a diferencia del 
ejemplo anterior, el lim f (2) no existe. En efecto, si, por ejemplo; 


zo 
el punto z está situado en la recta que pasa por el punto 2, y es parale- 
la al eje real, de modo que z — Ze = х — хо ез un número real, 

7 
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entonces, para z > Zo Y 2 > го, Se tiene е9 — оо, y para л < To 
Й 


y 2-20, se tiene, 7—55 — 0, Por lo tanto, en este ejemplo se verifica 
ol caso b). En la fig. 73 está representada la superficie ш = | exp 2|, 
que es el relieve de la función considerada (рага д, = 0)*). 


¿> 


j 


Ili 
| dll 

Un punto singular aislado 2, de carácter uniforme, para el cual 
se cumple la condición a): lim 7 (4) = со, se llamaipo lọ de la 


2 
¡Función analítica, Èn el segundo capítulo ya nos спсоп- 
tramos con los polos de las funcionos elementales. 

Un punto singular aislado z, de carácter uniforme, para el cual 
se cumple la condición b): lim f (2) no existe (ni finito ni infinito), 


| 


FIG. 73 


se llama punto singular esencial de la fun- 
ción. 


a El dibujo ha sido adoptado de las «Тааз de funciones» de Jahnke у 
Emde. 
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Estudiemos detalladamente cada uno de estos dos tipos de pun- 
tos singulares. 
Sea 2, un polo de la función f (2). Entonces lim |7 (2) | = со 


E 
y, por consiguiente, existe un entorno | z — з, | < ô < A del punto 
Zo, en el cual f (2) salisface a la desigualdad |7 (z) | > 1. Evidente- 


mente, la función q (2) = ез analítica en todo este entorno, 


HE] 
a oxcepción, posiblemente, del punto гу. Pero, como | 9 (z) | = 
= pyy < f de aquí según el teorema de esle apartado, se deduce 
que zo es un punto regular de q (2). El valor de esta función on el 
punlo 2, es igual a lim +1 = 0. Por lo tanto, el punto z os un 
on ГӨ 

coro de la función Ф (2). 

Recíprocamente; si se sabe que q (z) es una función uniforme 
y analítica en un entorno del punto Zo, у 2, es un cero de estu fun- 
ción, siendo q (2) sé 0, entonces se puede señalar un А => 0 tan 
pequeño, que {| (2) no posea en el círculo | 2 — zo | < А otros ceros, 
a excepción del punto zo (véase el ap. 6.1, cap. tercero). Formemos la 


función f (2) = + ; ésta esuniforme y analítica para 0 < |2—2,|< 


<A y tiende a œ cuando z tiende hacia zp. Por consiguiente, 20 
es un polo de f (2). 

Así, pues, queda demostrada la siguiente proposición: para que 
el punto т, sea un polo de la función f (2) es моло y suficiente que 
este punto sea un сего de la función ф (2) = 5" 

Debido a esta propiedad, la cual establece una correspondencia 
entre los coros y los polos, se crea la posibilidad de introducir el 
concepto de multiplicidad u orden de multipli- 
cidad (abreviadamento, o rd еп) de un polo. Se dirá que zp es 
un polo de orden de multiplicidad k (k > 1) de la función Ha), si 


este punto es un cero de orden k de la función 7 To + Cuando 


k=1, el polo se llamará si m ple; cuando k > 1, k irá que es 
múltiple 

En un entorno de un polo de orden Æ el desarrollo de Laurent 
tiene un carácter determinado, que observaremos inmediatamente. 
Demostremos, precisamente, la siguiente proposición: 

Para que el punto то sea un polo de orden k de la función f (2), 
es necesario y suficiente que el desarrollo de Laurent de f (2) en un 
entorno del punto ту no contenga miembros con potencias inferiores a 
—k, y que el coeficiente de (z — z)" sea distinto de cero. En otras 
palabras, el desarrollo de Laurent de la función f (z) tiene que tener 
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la forma 
10) = а-һ(&—)®+-... Бал (2—20) + aota (020) a (34:3) 
donde a-y, = 0. 


En efecto, sea z un polo de la función f (2) de orden К. Entonces 
para т. tenemos que tener en este punto un coro de orden k, de 


ПЕ] 
donde 
Jom esat Anm а) 0, 
en cierto entorno del punto zp. Por lo tanto, 
1 4 А 
LO AFA (80:0 
La serie de potencias Ar + Акуу (Z — 20) +... reprosenta una 


función analítica que no se anula en cierto entorno del punto zo 
(puesto que А, = 0). Por esta razón, la función q rrm 
es analítica en un entorno del punto zọ y admite un desarrollo de la 


forma do + аз (z — 20) + . » „ donde ay = + 5 0. Poniendo esta 
última sorie en la fórmula (3.1:4), obtenemos para f (z) cl desarrollo: 


10) =at (070), 


el cual, en virtud de la unicidad del desarrollo en seric de Laurent, 
ropresonta el desarrollo de Laurent de la función f (2). Este coincide 
соп (3.1:3) salvo las designaciones (æn = а, n =0,1,2,...). 

Así, pues, la condición del teorema demostrado оз necesaria. 
Domostremos ahora que ésta es suficiento. Supongamos que f (2). 
posee en un entorno del punto 2, un desarrollo de la forma (3.1:3), 
donde a.y =© 0. Escribiéndolo en la forma 


sacamos la conclusión de que 


1 
TO A ' 
o bien, sustituyendo la función 2—6 


rrollo en serio de Taylor según las 


por su desa- 
зуу! 
tencias de 2— Zo: 
тоу = 0 btp (2—2) +...1= 
=Po (2—2) + Ba (2—20)... 
= #0. 
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Hemos obtenido que el punto z es un cero de orden / de la fun- 
ción m . Por consiguiente, este mismo punto es un polo de 
orden # de la función f (z). El teorema queda demostrado. 

Examinemos el caso de un punto singular esencial. El compor- 
tamiento de la función en un entorno de un punto singular esencial 
sc caracteriza por la siguiente proposición: 

Teorema de Sojotski-Cassorati-Weier- 
strass*). Cualquiera que sea el número complejo A (propio o im- 
propio), existe una sucesión de puntos {z,}, convergente hacia un punto 
singular esencial Zo, tal que 


lim f (2) 


A. 


Demostración. Si A == оо, el teorema es ciorto, puesto 
que la función f (z) no está acotada en valor absoluto en cualquier 
entorno del punto singular esencial. Supongamos ahora que А s£ оо; 
demostremos el teorema por reducción a lo absurdo. Si en ип entorno 
arbitrario del punto zy no se pueden hallar puntos en los cuales los 
valores de la función sean arbitrariamente próximos a А, entonces 
tienen que existir un entorno 0 < |z— 20| < 8 у un número 
a > 0 tales, que |7 (2) —A|>«u para 0 < | 2 — zo |< $. Exa- 


minemos la función «р (2) = 


пея: ésta es analítica en el entorno 


O< |z— zo | < $. Además, satisface en este entorno a la desi- 
gualdad 


РЗ 1 £ 
lel = raza T: 


Por consiguiente, según el primer teorema de este apartado, q а 

es rogular en el punto 2, y su valor en este punto tiene que ser igual 

al límite lim Ta . Pero f (2) no está acotada en ningún entorno 
ре А 

del punto zp. Por lo tanto, el límite indicado solamente puede ser 


сого, o sea, «р (д) == 0. En resumen, la función m tiene un 
coro on el punto zo, de donde se deduce que la función f (2) — A y, 
por consiguiente, también f (z), tiene un polo en este punto. Esto 
contradice a la condición del teorema, de donde se deduce que este 
último es cierto. 


Пиѕігешоѕ este teorema con dos ejemplos. 


ES 


А Де teorema fue publicado, independientemente uno del otro, por 
Sojutski y el matomático ¡taliuno Cassorati, en el año 1868, y por Weierstrass 
en el año 1876; a continuación, para abreviar, lo llamaremos teorema de Sojotski. 
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Ejemplo 1. f() = хеп 1. Aquí, cl origen de coordena- 


das es un punto singular esencial. En efecto, si z tiendo а cero, son £ 


no tiendo a ningún límite, ni finito ni infinito, lo cual se observa 
inmediatamente considerando solamente los valores reales de z. 


Si A = оо, entonces haciendo, por ejemplo, z, = + y, por consi- 
1 


Р 1 y 
guiente, }- = —in, obtenemos: sen —i shn > œ para n -> 


= оо. 
Supongamos ahora que A > оо, Para obtener la sucosión (2,), 
de la que se trata en el teorema de Sojotski, resolvamos la ecuación: 


sen 


Obtenemos: 


Lo (144+V1=43, 


2 —Aresen А 


de donde 
‹ i 
== (a+ VIH) ал+ ViA |F ent 
Haciendo 


i 
а Ы 
аа И [2л 


y asignando а n los valores 1, 2, 3, ..., obtenemos una sucesión 
{zn} que converge hacia cero y satistace a la condición 


Haa  (n=1,2,. 
, Jim f(2,) = А 


por consiguient 


1 

Ejemplo 2. f(z) =é. En este-caso, el origen de coorde- 

nadas también es un punto singular esencial, puesto que de nuevo 
1 


no existe el límite lim e. 


2-0 
Si A = оо, tomamos z, = е" — оо para 
п — œ ез decir, la sucesión satisface a la tesis del teorema de 


Sojotski para A = оо. Supongamos ahora que A = 0. Entonces. 
haciendo 2, ‚ tendremos 


Í (en) = е" para п-> оо, о soa, 


queda también comprobada la tesis del teorema en este caso. Supon- 
gamos, finalmente, que A 0, A e оо. Aquí es más sencillo elegir 
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los puntos correspondientes z, resolviendo la ecuación 


Obtenemos: 


de donde 
1 
Т = ГАТ" 


Haciendo 


Ж» 


@—41,2, 


TaJ AHi “9 
sucesión (za) que convergo hacia cero y satisface 
$n) = A; por consiguiente, lim f (,) = 4 


tendremos 
а la condice 


Del teorema de Sojotski se deduce que, si 2, es un punto ЕТИУ 
esencial do la función f (2) y Es es el conjunto de valores que Loma 
la función en un entorno arbitrariamente pequeño |2 — 2 | < 6 
de este punto, entonces la clausura del conjunto Es (es decir, Lo 
junto con todos los puntos de acumulación de este conjunto) coincide 
соп el plano complejo ampliado. 

En efecto, todo punto A del plano complejo es el límite para una 
sucesión {f (2,)} do puntos pertenecientes a Es, y, por consiguiente, 
A pertenece a la clausura del conjunto Lg. 

En los ejemplos 1 y 2 so vio que, salvo ciertas excepcionos 
(А = оо on el primer ejemplo, A = оо y A = 0, en el segundo), en 
lugar de la sucesión de puntos (z,), para la cual se verifica la 
igualdad límito 

lim f (2а) = А 

зад 
se consiguen hallar tales sucesiones para las cualos se verifican 
las igualdades exactas: 


16) =A, n=4,2.. 
Resulta que, en el caso general, también tiene a logar anacaltición 
análoga. De esto trata la proposi 


Teoroma grande de Picard. Si zy es un punto sin- 
gular esencial de la función f O, entonces para todo А + оо, a excep- 
ción, posiblemente, de un valor A = Ао, existe una sucesión infinita 
de A-puntos de la función f (2) que converge hacia те. 


En el ejemplo f (z) = ѕеп no hay ningún valor excepcional, 


1 
en el ejemplo f (z) = œ éste es igual а 0, puesto que la función 


«siempre es distinta do сего. 
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Este teorema lo demostraremos más adelante (cap. octavo). 
Зейаіетоѕ aquí que, como fácilmente se comprueba, el teorema de 
Sojotski está contenido en las tesis del teorema de Picard. 

Del último teorema se deduce que el conjunto de los valores que 
toma la función f(z) en un entorno arbitrario |2 — 20 | < ô de 
un punto singular esencial zp, coincide con todo el plano finito 
|2 |< оо, excluyendo del mismo a lo sumo un punto А, (Ау no 
depende de 8). 

E) desarrollo de Laurent de Ја función f (2) en el entorno de 
un punto singular esencial 2, tiene que tener, indispensablemente, 
un conjunto infinito de términos de potencias negativas de z — 2, 
(so sobrentiende que los coeficientes de éstas son distintos de coro). 
En efecto, si en esto desarrollo no hubiese tales términos, entonces 
el punto zy sería regular рага f (z), y si solamente hubiese un número 
finito de ellos, entonces el punto =, sería un polo de f (2) (según ol 
teorema de la pág. 421). Recíprocamente: cada vez que el desarrollo 
de Laurent де la función f (z) en el entorno de cierto punto 2, conten- 
ga un conjunto infinito de términos con potencias negativas do 
Z — Zo, 2) Será un punto singular esencial de la función f (2). En 
efecto, éste no puede ser ni regular para f (:) (puesto que no tiene 
que haber términos con potencias negativas), ni polo (puesto que en 
este caso tendría que haber solamente un número finito de tales 
términos). 

Como ejemplo, consideremos la función apá з ésta admite ol 
siguiente desarrollo, convergente para cualquier 2 +0: 


Evidentemente, puede considerarse que éste es el desarrollo de Lau- 
rent de la función en el entorno del punto 2 = 0. Como este desarrollo 
contiene un conjunto infinito de potencias negativas de z, z == 0 
es un punto singular esencial de la función. Naturalmente, esto 
mismo puede demostrarse observando el comportamiento de csta 
función en un entorno del origen de coordenadas. El lector compro- 
bará fácilmente que ella tiende a co, cuando z se aproxima al origen 
de coordenadas manteniéndose en los ejes coordenados, y a 0, cuan- 
do z se aproxima al origen de coordenadas, manteniéndose en las 


nia E i 1 
bisectrices de los ángulos coordenados. Por consiguiente, lim exp а 
20 


no oxiste y z = 0 es un punto singular esencial de la función exp Д. 

De todo lo expuesto se deduce que, para caractorizar un punto 
singular, desempeña un papel definitivo el conjunto de los tér- 
minos de potencias negativas en el desarrollo de Laurent de la 
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función f (2) en el entorno de este punto. Por esta razón, la serie 


Y an (a—zo)* se llama parte principal del desa- 
т 

+ 
rrollode Laurent Узар (2 — го)" en el entorno del punto zo. 


La serie Ў) a, (¿—20)*, que consta de todos los términos del desarro- 
T 


llo cuyas potencias son no negativas, representa una función regular 
en el punto ду y, por lo tanto, se llama parte regular dela 
serie de Laurent. 

Aplicando las proposiciones enunciadas debo tenerse en cuenta 
que en ellas se trata solamente de aquellos desarrollos de Laurent 
que son convergentes cn cierto entorno 0 < |2 — zo |< dol 
punto que se estudia. 

Como ejemplo, veamos la serie de Laurent: 


ЖаШ * 
AS A 


Esta contiene un conjunto infinito de términos con potencias 
negativas de т. No obstante, antes de afirmar que 2 = 0 es un punto 
singular esencial para la suma de la serie, hay que aclarar si es 
convergente o no lo es en algún entorno de este punto. Obsérvese 


quo la serie considerada representa una suma de dos progresionos: 


Y с" y Y узт. La primera de éstas es convergente para |z | > 1 
T ° 
1 


y representa la función —7=,27 ; la segunda es conver- 
ti 
z 


gente рага |z|<2 y representa la función 


j= 
consiguiente, el recinto de convergencia de la serie dada es el anillo 
4<|z2|<2, el cual, naturalmente, no es un entorno del origen 


de coordenadas. La suma de la serie en oste anillo es igual a t 
+= асру з Para esta función el origen de coordenadas 
es un punto regular y todos los puntos singulares se reducen a dos 
polos simples: z = 1 y 2=2. 

3.2. Para determinar rápidamente la posición y el carácter 
de los puntos singulares de una función en casos concretos conviene 
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tener en cuenta las siguientes proposiciones elementales que se 
deducen de los teoremas del ap. 3.1. 

a) Si f (2) y Ф (2) = 0 son dos funciones uniformes y analíticas 
en un recinto dado G, entonces la función F (z) = 2-0) puedo tenor 
puntos singulares en ol recinto G, precisamente polos, solamente 
en los coros de la función р (2). Sea E un сего do orden de de la fun- 
ción q (2) (к= 1) y un coro do orden Z de la función 7 (z) (1> 0) 
(si £ no es un cero de la función f (z), hacemos Г = 0). Entonces. 
en un entorno del punto $ ве tiene: 


Lio 


E (2) – 


T3 
ере 
donde fÙ (055) 0 y que (5) 520. De esto so deduce que F (2) tiene 
оп el punto $ un polo de orden Æ — Z si k > l, y un punto regular 
si k< l; además, este último será un cero de la función F (2) de 
orden 1 — Е ві k< l. 

b) Si / (2) y Ф (2) son dos funciones que по tionen en el recinto G 
otros puntos singulares más que polos, entonces su suma, diferencia, 
producto y cocionte (este último se forma solamente cuando 
Ф (2) да 0) tampoco tienen otros puntos singulares más que polos. 

Kn particular, consideremos la diferencia de estas funciones 
£ (2) — Ф (2), y sea E un punto en cuyo entorno los desarrollos de 
Laurent de las funciones f (2) y Ф (z) tienen la forma 


a (at... 


gt bot bi (2—0) 4- 


Aquí Z y k designan el orden del punto $, considerado respectiva- 
monte como polo de una u otra función. Para mayor generalidad, 
supondremos que 2 < 0 (o bien k < 0) cuando £ sca un punto regular 
de f (z) (o bien de «р (2)). comenzando en este caso el desarrollo con 
términos de potencias no negativas de z — $. 

Restando término a término el desarrollo de ф (2) del desarrollo 
de f (z), obtenemos ol desarrollo de f (2) — Ф (2). Evidentemente, 
el punto $ será un polo de esta diferencia cuando, y sólo cuando, 
éste sea un polo de al menos una de las funciones f (2) y ẹ (2) (Е>1 
o bien [2 1) y no coincidan entre sí las partes principales de Jos 
desarrollos de ў (2) y q (2). Cuando las partes principales son iguales 
(es decir, k =l, aj = + аң = b), para la diferencia 
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obtenemos el desarrollo: 
1@—@ (2) =00— bt lab) (2—0) +..., 


de donde se deduce que 5 es un punto regular para / (2) — (2). 
Consideremos ahora la función 


F= Qao. 


Esta puede tener puntos singulares solamente en los ceros de la 
función р (2) o en los polos de la función f (2). Sea Ё un cero o un 
polo de las funciones f (2) о q (2). En cualquier caso podemos 


escribir: 
0) = (2—90 а (2—94... 
Ф(@=(@— bot h (2—9. 


dondo Z y k son números enteros (positivos, negativos o ceros), 
y entre corchetes figuran series de potencias que son convergontes 
en сіогіо entorno del punto С y cuyos términos independientes son 
diferentes de сего (ао =2 0, bs = 0). En estas condicionos, Æ > 0 
corresponde al caso en que 1р (z) tiene un cero de orden К en el punto E, 
k =0 significa que z = ¢ es un punto regular еп el cual q (2) = 0, 
y, finalmente, k < 0 sigrlifica que z = $ es un punto singular de 
la función Ф (z), precisamente, es un polo de orden —k. 

Pongamos los desarrollos de f (2) у Ф (2) en la fórmula para F (2). 
Tendremos: 


v (2) = (o eye tota (0) + 
0-6-0 ара: 
Evidentemento, рага ¿>k el punto E será regular рага P (z) (en 
particular, pura l > ke será un cero de orden Z — й), mientras que 
рага l < k será un polo de la función Ё (2) de orden k — L 
с) Sea f (z) una función uniforme que no tenga еп ol recinto G 
otras singularidades más que polos. Entonces la derivada de esta 
función f’ (2) no puede tener tampoco en el recinto G otras singula- 
ridades más que polos. Precisando, f’ (2) tiene un polo en cada polo 
de la función f (2), cuyo orden es una unidad mayor quo el orden 
del polo de f (2). 
En efecto, sea $ шп polo de la función f(z) de orden %:>1. 
Entonces, en un entorno 17 del punto ¢, 0 < |2 — & |< А, la fun- 
«їбп f (2) admite el desarrollo: 


1@= 


AA 6—04 э (Aa#0). 


Б 


Como los términos de este desarrollo son funciones analíticas еп U 
y el desarrollo mismo es uniformemente convergente en el interior 
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del recinto U (debido a la propiedad de la serie de Laurent), éste 
puede derivarse término a término еп U. Resulta: 


о – Е. A 


a 


(Ar 90). 


Hemos obtenido para f’ (2) el desarrollo de Laurent en un entorno 
del punto £, do donde se ve que E es un polo de orden k + 1 para 
la derivada ў (2). 

d) Sea f (z) + const una función uniforme que no tenga en el 
recinto С otros puntos singulares más que polos, y sea А =Æ оо un 
número complejo arbitrario. Entonces, la derivada logarít- 
mica de la función f (2) — A 


апаар LM 


de FTO=A4 


no tiene en el recinto G otros puntos singulares más que polos; 
precisando, ésta tiene polos simples en todos los polos de la función 
f (2) y en todos los A-puntos de esta última (es decir, en todos 
los ceros de la función f (2) — A). 

Para comprobar esta proposición, podemos aludir al caso general 
considerado anteriormente en b). Ya vimos que el cociente de dos 
funciones puede tener polos en los ceros del denominador o en los 
polos del numerador. Sea z == { un cero de orden k del denominador, 
es decir, un A-punto de la función f (2) de orden Ж. Entonces 


На) Аа (2—0 +а, (2—09... (k>1, 4740). 
De aquí se deduce que 
Г 00) ka (2—0) a (6-10) 2—0)... 


es decir, el punto £ es un сего de orden k — 1 del numerador de la 
fracción. De esto se deduce que este punto es un polo simple de la 
derivada logarítmica. 

Por otra parte, sea 2 = £ un polo del numerador f' (2). Esto 
es posible solamente si £ es un polo de la función f (z) — A; además, 
como ya se vio en el caso с), el orden do multiplicidad del polo para 
f (2) será una unidad mayor que el orden del mismo polo рага 
f (2) — A. Por consiguiente, para la derivada logarítmica obtenemos 
de nuevo un polo simple en el punto ©. 

с) Si € es un punto regular о un polo para la función f (z) = 0, 
y para la función q (2) © es un punto singular esencial, entonces { 
será también un punto singular esencial para cada una de las fun- 


ciones р (0) 7 0), 10) 0 (0 y FE 
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En efecto, designemos estas últimas funciones mediante q (z), 

Ye (2) y wpa (2), respectivamente. Entonces tendremos: 
Air va, gosh 07. 

Si se supone que y, (2) (/ = 1, 2, 3) tiene un punto regular o un polo 
para z = E, entonces la función Ф (z) también tendrá un punto 
regular o un polo para z = $, lo cual contradice a la hipótesis. Así, 
pues, el punto z = $ по, puede ser regular para las funciones y), (2). 
Como estas funciones son uniformes y analíticas en cierto entorno del 
punto £, a excepción de este punto, éste tiene que ser un punto sin- 
gular aislado de carácter uniforme para р, (2). Pero como уа compro- 
bamos, el punto $ no puede ser un polo para їр, (2). Por consiguiente, 
éste es un punto singular esencial рага cada una de estas funciones. 

1) Si £ es un punto singular esencial para la función «р (2), enton- 
cos la función 7; tendrá en E, o bien un punto singular esencial, 
o bien un punto singular no aislado: un punto 
de acumulación de polos. 

En efecto, hay dos posibilidades: o bien existé ап entorno del 
punto E en el cual Ф (2) no se anula, o bien tal entorno по existe, 


En el primer caso, la función y (z) = z5 sorá analítica en cierto 
entorno del punto E, a excepción del mismo punto ¢. Este punto 


no puede sor para yp (z) лі regular ni polo; en caso contrario $ sería 
polo о un punto regular para q (2) = т , еп contra do la hipótesis. 
Por consiguiente, £ es un punto singular esoncial рага 1р (2). 

pr el segundo caso, en cada entorno del punto £ oxisten ceros 
de la función ф (z) y, por consiguiente, en el mismo entorno existen 
polos de la función y (2) 70 De aquí se deduce que cualquier 
entorno del punto С contiene puntos singulares (precisamente, 
polos) de la función 4 (2). Por lo tanto, £ es en el caso considerado 
un punto singular no aislado para № (2). Este es un punto de acumu- 
lación de polos. 

3.3. Consideremos una función uniforme f (2), analítica on todos 
los puntos del exterior | z | > г do cierto círculo con el centro en el 
origen de coordenadas, a excepción, posiblemente, del punto del 


infinito. Realizando la transformación z = + reducimos el estudio 


de tal función al estudio de la función /* ()=/ (4), la cual es 
analítica en todos los puntos de un entorno del origen de coordena- 


das, a excepción, posiblemente, del origen de coordenadas. La ima- 
gen del punto del infinito z = оо será el punto $ = 0, y a cada suce- 
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sión de puntos {zn}, convergente hacia el punto del infinito, corres- 
ponderá una sucesión de puntos {i = =} convergente hacia coro, 
y recíprocamente. З 
1 punto z = оо se llamará regular, polo de orden Е о punto 
singular esencial, según que el punto £ = 0 sea regular, polo de 
orden Æ o punto singular esencial para /* (5). Como en los casos 
indicados /* (©) admito en un entorno del punto £ = 0 un desacrollo 
de Laurent de la forma 

Ў 6) = aaa no ant H 
арна +а 4 


(0) 


> 
г@= 2 а" 


respectivamente, (en el último caso, un conjunto infinito de coeli- 
cientes a, de potencias negativas de E es diferente de cero), la fun- 


ción f (2) (+) admitirá en un entorno del punto del infinito 

un desarrollo de Laurent de la forma 
(2) = aHan Han at 
100) = ак? Haz taa... (а, = 0) 


10) = БЫ аз“ 


según que este punto sea regular, polo de orden k o punto singular 
esencial (en el último caso, un conjunto infinito de coeficientes de 
potencias positivas dez es diforente de cero). 

Por lo tanto, la relación entre el carácter del punto con respecto 
а la función y el desarrollo correspondiente de Laurent resulta ser 
aquí igual que en el caso de un punto finito, cambiándose sola- 
mente los papeles que desempeñan las potencias positivas y negati- 
vas. De acuerdo a esto, la parto principal del desarrollo de Laurent 
en un entorno del punto del infinito es el conjunto de términos 
de potencias positivas, mientras que la parte regular es el conjunto 
de términos de potencias no positivas. 

Ya sabemos que se puedo distinguir un punto regular, un polo 
y un punto singular esencial para $ = 0 sin examinar el desarrollo 
correspondiente de Laurent, sino averiguando solamente cuál do las 
tres posibilidades tione lugar: 

4) f* (E) está acotada en un entorno del origen de coordenadas; 

2) el límite de /* (2), cuando E tiende a cero. es infinito; 

3) cuando С tiende a сего, la función /* (5) no tiene ningún 
límite, ni finito, ni infinito. 
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Del hecho de que f (2) =f* (1) y z = se deduce que para 
el punto del infinito son válidos estos mismos criterios, y que la 
función tendrá en z = оо un punto regular, un polo o un punto 
singular esencial según que ella esté acotada en cierto entorno del 
punto del infinito, tienda al infinito cuando z tiende al infinito, 
o, finalmente, no tenga ningún límite, ni finito ni infinito, cuando 2 
tiende al infinito. 

Consideremos una función entera f (z). Esta, en virtud de su 
definición, es uniforme y analítica en todos los puntos finitos del 
plano y admite un desarrollo que es convergente en todos los puntos: 


Í(2) =а,-4- а 4а? +... ал"... 


Como éste es convergente еп cualquier entorno del punto del infini- 
to, se le puede considerar como el desarrollo de Laurent de la fun- 
ción en un entorno del punto del infinito. De aquí sacamos la con- 
clusión que: 

a) una función entera es regular en el punto del infinito cuando, 
y sólo cuando, ella es idénticamente igual a una constante: 


16) = a; 


b) una función entera tiene un polo de orden К>1 en el 
punto del infinito cuando, y sólo cuando, ella es un polinomio 
de grado k: k 


102) = aast.. Ha, apa0; 


с) una función trascendente entera puede definirse como una 
función entera con un punto singular esencial en el punto del infi- 
nito. Por consiguiente, para una función trascendente entera no exis- 
te el límite: lim f (2) (ni finito ni infinito). 


то 

3.4. En este párrafo nos ocuparemos del cálculo de las integra- 
los de las funciones uniformes analíticas sobre curvas cerradas, 
suponiendo que en un recinto que contiene al circuito de integración 
no haya otros puntos singulares más que puntos singulares aislados 
de carácter uniforme. Estando planteado el problema de esta manera, 
Ja curva podrá contener en su interior solamente una cantidad finita 
de puntos singulares (en caso contrario, los puntos singulares ten- 
drían al menos un punto de acumulación, que sería también un 
punto singular de la función, pero no aislado). Sean 2, Zp ..., 2, 
los puntos singulares aislados de la función f (z) situados en el 
interior de la curva cerrada rectificable Г. Describamos alrededor 
de cada uno de los puntos z} una circunferencia ya: | 2 — 2, | = pa 
de un radio ру tan pequeño que ésta quede situada en el interior de Г 
y que cada una de ellas esté situada en el exterior de todas las demás. 
281199 
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Entonces, en virtud del teorema integral para un sistema de cir- 
cuitos, tendremos: 


{1@&= | pade | tdt... | F az 
т 5 а га 
Рог lo tanto, el problema se reduce al cáleulo de la integral 
$ F (2) dz sobre la circunferencia |2 — zn | = рь, situada en un 
Yh 
entorno del punto singular aislado 2, de la función f (2). 
Sustituyendo f (z) por su desarrollo de Laurent en un entorno 
del punto 2, о integrando término a término (lo cual es posible 
debido a la convergoncia “uniforme de la serio de Laurent sobro 
Ya), hallamos: 


+o += 
{а= { У AP 0—а9)"%-= Y аш | еа)" асали. 
А т mo + 


En efecto, de todas las integrales { (2 — 23742. os distinta 


Tr 
do coro solamente una, la que corresponde al valor т = —1, y ésta 
es igual a 2at. 
En resumen, 


pridi (а + а@-+-...--а©). (3.4:1) 


La fórmula (3.4:1) resuelve por completo el problema planteado. 
Vomos, pues. que en nuestras condiciones, el valor de la integral 
de una función analítica depende solamente de los cocficientes de 
las potencias de exponente igual a menos uno en Jos desarrollos 
de Lauront de la función en los entornos de los puntos singulares. 
Estos coeficientes se llaman residuos de la función. 

Por lo tanto, se llama residuo de la función f (2), respecto 
de un punto singular aislado a de carácter uniforme, al cocficiente 
de (2 — а)! on el desarrollo de Laurent de la función en un entorno 
del punto a *). 


*) El concepto do residuo portenoce a Cauchy. El mismo señaló también 
numerosas aplicaciones do este concepto a diversos problemas del análisis. 
Por lo visto, la denominación residuo (résidu) es debida a quo Cauchy 
legó a este concepto buscando la dife roncia entro las integrales tomadas 
sobre dos caminos (con orígones y extremos comunes), entro los cuales están 
comprendidos los polos de la función, De esta forma se puedon encontrar todavía 
los residuos en la «Memoria sobre las integrales definidas» (1814). El mismo 
vocablo erosiduo» aparece por primera vez en el artículo «Sobre un généro de 
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La fórmula (3.4:1) expresa el siguiente teorema: 

Teorema de los residuos. La integral de una fun- 
ción f (z), tomada sobre un circuito cerrado Г, contenido en un recinto 
donde la función es uniforme y analítica, a excepción de puntos sin- 
gulares aislados de carácter uniforme, y que no pase por los puntos 
singulares. es igual al producto de la suma de los residuos de la función 
respecto de todos los puntos singulares comprendidos en el interior 
de Г, por 2лї. 

Para aplicar este teorema hay que saber calcular los residuos, 
Estos últimos se hallan sin dificultad alguna cuando ol punto singu- 
lar de la función es un polo. Supongamos primero que a es un polo 
simple de la función. Entonces, en cierto entorno dol punto a el 
desarrollo de la función es de la forma: 


10) = FE, +++ (@—а)+.... 


de donde 
1 (3) (¿—a) = а-а (24) +a; (204... 
y, por consiguiente, 
a. == Res f (2) = lim [/ (2) (¿—a)). (3.4:2) 
аа 
El cálculo del residuo se simplifica más, зі ў (2) tiene la forma 
19-9, 


donde (а) 70, y (=) tiene un cero simple рага z=a (es decir, 


sip(a)=0 y y (а) +0). Entonces z=a сз un polo simple de la 
función f(z), y según la fórmula (3.4:2) obtenemos 
н -Res LO — lim EL EW _ |, TO) 
CE o = ia EIC TO 
z 
(3.4:3) 


cálculo, análogo al cáleulo de infinitesimalos», incluido en el primer tomo do 
«Exoreicos de mathématique» de Cauchy (1826). Пе aquí cómo introduce Cauchy 
oste concepto: «Si, despues de haber hallado los valores de z que hacen infinita 
a la función f (>), se agrega а uno de estos valoros, designado mediante z, una 
cantidad infinitésima ғ, y luego se desarrolla у (ту + >) según los potencias 
creciontos de esta misma cantidad, los primeros términos del desarrollo con- 


tendrán potencias пер 


as de e y uno de ollos será el producto de + por un 


cooficiente finito, al enal llamaremos. r e si d u o do 1а función f (z), respecto 
dol valor particular ту de la variablo т». Después de esto artículo, Cauchy publica 
muchos otros, incluidos en el primor tomo y en los tres siguientes tomos de 
«Exercices» (1826-1829), en los cuales considoraba las aplicaciones do la teoría 
de los residuos al cálculo do integrales, al desarrollo de las funciones en pro- 
ductos infinitos, a la teoría de las ecuaciones, ete. 


28% 
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Si а es un polo de orden (> 1), en un entorno del punto a 
tendremos el desarrollo: 


a a +2 


ap z 


1. Баса (+... 


de donde 
1) (2— а) аһаан (20). a lea. 
Derivando término a término Ё— 1 veces, resulta: 


PIO E- dla + (4)... Заоа)... 


da-i 


y, finalmente, рага z—>a: 
im 224060 
a (аа lim LLO 

o bien 


1 


lim EUOG, (з, 


pro a 


Fácilmente se comprueba que esta fórmula conserva su valor tam- 
bién cuando el orden de multiplicidad del polo es menor que k. 
Y 
E 


A ¡==15 >* 
R 


FIG. 74 


+» 
Ejemplo 1. Calcular la integral $ F (z), dz, donde F (z) 


es una función racional: Р (z) = 29, que no tiene polos en el 
eje real y tal, que ol grado del denominador Q (2) es al menos dos 
unidades mayor que el grado del numerador Рф 

Consideremos el circuito de integración representado еп la 
fig. 74, donde BCA es una semicircunferencia de radio R con el 
centro en el origen de coordenadas. Tomemos el radio R tan grande, 
de modo que todos los polos de la función Z (2) situados en el semi- 
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plano superior queden comprendidos en el interior de dicho circuito. 
Entonces tendremos: 


+R 
| ка@ае+ | Fl) da= 2лї® Res Ё (2), 
ES EN 
donde la suma se extiende a todos los polos de la función Æ (2) 


pertenecientes al semiplano superior. 
Como 


пө let] 


y n—m>2, para valores de |z|=R suficientomonte grandes, 
tendremos: 


|Р @1< al. 


Por esta- razón, 


IS Р) | n= 0 cuando R— оо. 
СА 


Por consiguiento, 
+» +r 
f F (x) бге lim f F (2) dz = Элі Ros F (2). 
e > R 


En resumen, la integral de una función racional, sin polos en el 

eje real y que posea en el punto del infinito un cero al menos de segun- 

do orden (esto es equivalente a la condición л — m> 2), es igual 

al producto de 2лі por la suma de los residuos de la función Ё (2) 

respecto de los polos situados en el semiplano superior. 
Supongamos, en particular, que 


donde p, q y r son números enteros no negativos, siendo p <r 


q<r. 

Aquí el grado del denominador 2r es superior al grado del nume- 
rador al menos en dos unidades. Todos los polos de la función F (2) 
están comprendidos en la fórmula 

EN 
maT Welsa FN PEA a 27-0) 
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(los puntos +4 по son polos de la función Ё (2), puesto que el numo- 
rador y denominador de la fracción tienen un factor común 1 — 22; 
si р — q y т no son primos entre sí, entonces algunos de los puntos 
indicados tampoco serán polos de F (z)). Entre ellos, en el semiplano 
superior están situados los polos 
das 
т (= 4, 2,..., г 1). 


Todos ellos son simples y, por consiguiente, 


эч амы Ӯ не 
Hi зр ам = A 
Б —e* lao = (2р+1) E 
Res 2 (2) = < = A к. 
En 
тее 


Por lo tanto, 


+» 1 
ЕЕ cent рн _ 
шк = ш le == ]= 
5 1 
лї á м 
ES er ае 
л іе ы ¿Ae E 
dl rs а las 
ES enn E 
1 te $ 


2, 1 
= 5 (сош EL n—cotg 


Observando que la función subintegral es par, obtenemos: 


n+ а). 


Ея 
| 


Si r = 2n y q = p +n (p < п), la última fórmula toma la forma 


кр 

РЕ ры. 

{ ‚= 2n se 
з 

Ejemplo 2. Sea Ф (z) una función analítica, a excepción 

de un número finito de polos, en un recinto que contenga al semiplano 

superior cerrado (excluyendo el punto del infinito). Si ella no tiene 

polos en el eje real y tiende а coro cuando z tiende а оо en ol semi- 

plano superior, entonces para cualquier р. > 0 es válida la fórmula 


{ емф (2) ене (—2)] dæ = 2л Y) Res [ento (2)1, 
ò 
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donde la suma se extiende a todos los polos do la función Ф (z) situa- 
dos en el semiplano superior. 
Tomando el mismo circuito de integración que en el ejemplo 1, 
obtenemos: 
в х 
\ enixe) (x) de + A енир (2) dz = 2лі J} Res [e0 (2)1. 
“в абд 
Elijamos el radio R tan grande, de modo que todos los polos de la 
función eiz Ф (т), pertenecientes al semiplano suporior (éstos coin- 
ciden con los polos de la función Ф (2), estén situados еп cl inte- 
rior del circuito de integración. 
Demostremos que en estas condiciones 


lim {еке (2) dz =0. 
вне aa 
п efecto, 
ТЫ { ека (a) de |= 
sa 


=| \ exp (и cos ф —pR sen q) Ф (Ве) ¿Reto dp |< 
i 
л 
< | emenn | D (Reto) | R ар. 
Según la condición, озах 10 (Re) [0 (2) +0 para Л о. 
Por lo tanto, а 
17.1 <e (R) { Re-uRsene фф = 
5 
z 


2 
ве = "ар 


ааа 


3 
=2e (R) $ Re-rnseng dy < 2e (R) 
1 
E peman 050 cuando А оо, 
Por consiguiente, 
+R R 
lim j ене (z) dz = lim \ йе®Мї«Ф (2) + e 2D (—х)| de = 
R Sati.. 


R=% 


— $ fenix (2) ете (—a)] de= 2ni У) езен (9). 
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Este es el resultado que se pedía. Si Ф (2) es una función 
par, la fórmula toma la forma 


f cos нгФ (z) dz =ni Y) Res [е0 (2)]. 


Si Ф (2) es una función impar, resulta la fórmula: 


| son роФ (z) к= л. J) Res емф (2). 


v 


Por ejemplo, 


¡EA a Ж. 
і pz 


3.5. Como una de las aplicaciones importantes de la teoría de 
los residuos, hallemos el valor de la integral -+> { ф(:}/ @ as, 
201 f TOA 


donde f(z) es una función uniforme en un recinto б, la cual no 
tiene puntos singulares en el mismo, a excepción, posiblemento, 
de polos; А es un número complejo arbitrario, ф (z) es una función 
uniforme y analítica en el mismo recinto y Г es una curva cerrada 
rectificable de Jordan, perteneciente al recinto 6 junto con la parte 
encerrada por la misma, la cual no pasa por ningún polo ni por los 
A-puntos de la función f (2). 

Los únicos puntos singulares que puede tener la función F (2) = 


= o E) 752, en el recinto G son polos, originados por los A-puntos 


o por los polos de la función f (z). Sean а, . .., am los A-puntos 
de la función f (z) situados en el interior de Г, y œn %, - 

los órdenes de multiplicidad de estos A-puntos; sean bn ..., by 
los polos de la función f (z) situados en el interior de Г у бу, .... В, 
los órdenes de estos polos. En los entornos de los puntos a, las fun- 
ciones ф (2) y f (2) admiten los siguientes desarrollos: 


т@=еФ(а)-+.... 
1@—А=са,(—а)°%-- “4 


м, 
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Por consiguiente, f’ (2) = ca æy (¿a +. 


n taea T 
AAA а аар 
ca (map it. 


a, i+.. a 

sq oet. ш oa) 
agla) 

E 


Los términos no escritos contienen potencias superiores de 
z — ау. En particular, después del término que contiene (z — ау)! 
tiene que figurar el término independiente del desarrollo de Laurent, 
después, el término que contiene z— ау, ete. De aquí se deduce que 
z= ау es un polo simple de la función F (z), cuyo residuo es igual 
а оф (ау). Este residuo puede ser igual a cero, si «p (ay) =0; en este 
caso, en la realidad, el punto a, no es un polo de la función / (2). 

Consideremos ahora algún polo b; de la función f (z). En un 
entorno del mismo se tienen los desarrollos: 


(= (0) + 
1@—А=4-у,@—ьу7?› 


F O= bd- "7 !—..., 


de donde 


PIO ÉS 
, 
= = їФФЛ+. 


В, 
т=к!Ф#@®)+...1= 


Por consiguiente, P (z) tiene un polo simplo en el punto z = b;, 


cuyo residuo es igual a —P,p (b;) (éste es igual а cero, si q (by) = 0). 
Aplicando el teorema do los residuos a la integral 


1 1' (2) 
таг f rO Faza 


В 0) 
Е га 


obtenemos: 


ar e0 485 Dom 0 е0). B51) 
в a i 
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La primera suma del segundo miembro representa la suma de los 
valores que toma la función Ф (z) en los A-puntos de la función f (2), 
donde cada uno de ellos se repite tantas voces cual sea el orden de 
multiplicidad del A-punto correspondiente. Si se considera que 
entre todos los A-puntos situados en el interior de T, cada uno de 
ellos so escribe una cantidad de veces igual a su ordeu do multipli- 


cidad, entonces la suma У) асур (a) зе puode llamar simplemente 
Y 


suma de los valores que toma la función «p (z) en los A-puntos de la 
función f (2). Una observación análoga subsiste también para la 
segunda suma, donde la sumación se extiendo a los polos de la fun- 
ción ў (2). Dofinitivamente, llegamos al siguiente enunciado: 

La integral ¿$ q (а) р 02 es igual а la diferencia entre 
la suma de los valores que toma la función Ф (8) en los A-puntos de la 
función f (2), situados en el interior de Г, y la suma de los valores que 
toma la misma función Ф (z) en los polos de la función f (2), situados 
en el interior de T. 

Señalemos unos casos particulares de esta proposición: 

a) Ф (2) =z. En este caso obtenemos la fórmula: 


m ж 
Д" 
Еа f 5% a = Y азу Y Bn (8.5:2) 
г ul 3-1 
es decir, la integral resulta ser igual а la diferencia entro la suma 
de los A-puntos do la función f (2), situados en el interior de Г, y la 
suma de los polos de esta función, situados en el interior de Г. 
b) q (z) = 1. En este caso obtenemos: 


m n 
1 ДС] ds 
Zu \ TO-A == &-®Ж%-Ў Br (3.5:3) 


es decir, la integral resulta sor igual а la diferencia entre ol número 
de A-puntos de la función f (г), situados en el interior de Г, y el 
número de sus polos, situados en el interior de Г. 

SI A. =0, entoness los A-puntos serán ceros de la función f G); 
Designando con № la cantidad de ellos que hay en el interior de Г 
y соп P, el número de polos que tiene la función f (e) en ol interior 
de Г, hallamos: 

(da Ё 
эш f rO di=N—P. (8.54) 


La integral que figura en el primer miembro se Паша residuo 
logarítmico de la función f (2) respecto del circuito Г (obsér- 
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yese que bajo el signo integral figura la derivada logarítmica de 
la función f (2)). Resumiendo, llegamos al siguiente teorema: 

La diferencia entre la cantidad de ceros y polos que tiene la jun- 
ción f (2) en el interior del circuito Г (en ambas cantidades se tienen 
en cuenta los órdenes de multiplicidad de los ceros y polos) es igual 
al residuo logarítmico de la función respecto de este circuito. 

El residuo logarítmico tiene un significado sencillo. Para reve- 
larlo, escribamos la integral en la forma 


' (2) 1 4 
э f Leas =- | (1л (1) ds- 
A ] 

Señalemos en la curva T un punto arbitrario Zo, al cual considera- 
remos punto inicial y final del camino do integración. Al recorrer 
el punto z la curva Г en la dirección positiva, la función Ln ў (2) varia- 
rá continuamente, y después del recorrido de toda la curva su valor 
en el punto =, se diferenciará generalmente del valor inicial en el 
mismo punto. Pero, para un mismo valor de f (то), los valores Ln f (д) 
podrán diferenciarse solamente por ser distintos los valores quo 
se asignan a Arg f (2) antes y después del recorrido. Designando 
соп Ф, el valor inicial de Arg f (2) y con Ф, el valor de Arg f (29) 
después del recorcido, hallamos: 


+ A 
ау (6914304) = 2 Lo.. 


2л 
Por consiguiente, según la fórmula (3.5:4), 


Esta relación expresa el denominado principio 
argumento. 

La diferencia entre la cantidad de ceros y polos de la función } (2), 
comprendidos en el interior de una curva cerrada Г, es igual a la varia- 
ción del Arg f (z) al recorrer el punto z el circuito Г en dirección posi- 
tiva, dividida por 2a. 

Señalemos también la interpretación geométrica de la proposi- 
ción obtenida. Al recorrer el punto 2 la curva cerrada Г en dirección 
positiva, el extremo del vector w = f (2) describirá una curva cerra- 
da I”. Designemos con v la cantidad de vueltas completas que da el 
vector ш en torno del origen de coordenadas en el recorrido indicado. 
Convengamos en contar cada vuelta con +1, si se efectúa en direc- 
ción positiva, y con —1, si se efectúa en dirección negativa. Entonces, 
рага la variación de Arg f (z) obtenemos la magnitud 2av, de donde 
se deduce el siguiente enunciado del principio del argumento: 
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La diferencia entre el número de ceros y polos de una función uni- 
forme f (2), comprendidos en el interior de una curva cerrada T, es igual 
al número de vueltas completas v que da en torno del origen de coordena- 
das el vector que representa f (z), mientras el punto z describe el circui- 
to Г en la dirección positiva. 

En el caso particular en que f (z) no tenga polos en el interior 
de Г, obtonemos: 

el número de ceros de la función f (z). comprendidos en el interior 
de la curva cerrada T, es igual al número de vueltas completas que da el 
vector f (2) en torno del origen de coordenadas al recorrer una vez el punto 
z el circuito Г en la dirección positiva. 

Del principio del argumento se desprende el siguiente teorema: 


Teorema de Rouché. Sif (2) у Ф (2) son dos funciones 
uniformes y analíticas en los puntos de una curva cerrada rectificable Г 
y en el interior de la misma, y si en los puntos de esta curva se cumple 
la condición |f (2) | > | p (2) |, entonces en el interior de T la suma 
f (2) + q (2) posee tantos ceros cuantos tiene la función f (2). 


Demostración. Para averiguar el número de ceros de la 
función f (2) + ф (2) aplicaremos el principio del argumento. 
Escribiendo f (2) + Ф (2) para los puntos de la curva Г en la forma 

o ET 
1@+е@=/@ [14+] 


(1/ (2)| es mayor que [Ф (2) | en Jos puntos de la curva Г y, рог 
consiguiente, no se anula), hallamos: 


Argit © +9 (2)1=Arg/()+Ar8[1+397. 


Poro 2 < 1; por lo tanto, el extremo del vector que representa 


1 + 90) desoribe una curva cerrada comprendida enteramente en 


el interior del círculo de radio 1 con el centro en el punto 1. Por con- 
siguiente, el vector correspondiente no da ninguna vuelta alrededor 
dol origen de coordenadas, y la variación del Arg | 1+ 29] 


TO, 
al recorrer el punto z la curva Г es igual a cero. Así, pues, la Дд 
ción del Arg [7 (2) + q (2) 1 en el recorrido indicado coincide con 
la variación del Arg (2) en el mismo recorrido, de donde, según 
el principio del argumento, se deduco la igualdad de los números de 
coros de las funciones f (2) + Ф (2) y f (2). 

La proposición que sigue es una aplicación útil de este teorema: 


Teorema de Hurwitz. Si {fa (2) es una sucesión de 
funciones analíticas en un recinto G, uniformemente convergente en el 
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interior de este recinto hacia una función f (z) £ 0, entonces, para 
cualquier curva cerrada rectificable y, perteneciente a G junto con su 
parte interior y que no pasa por los ceros de la función f (z), se puede 
señalar un número v = v (ү) tal, que рага п > у (y) cada una de 
las funciones fn (z) tendrá en el interior de y un mismo número de ceros, 
igual al número de ceros de la función f (z) situados en el interior de 
esta curva. 


Demostración. Designemos con р el mínimo de |7 (2) | 
en los puntos de la curva y: en virtud de la condición, н > 0. Por 
consiguiente, debido a la convergencia uniforme de la sucesión 
{fn (2)) en y, se puede señalar un v(y) tal, que para n > у (y) en 
todos los puntos de la curva y se cumple la desigualdad 

Iha @—/ @|<в<1/ (8). 
Pero de aquí, según el teorema de Rouché, se deduce que las funcio- 
nes f(a) y 7 (2) + (7 (0) — f (01 = fa (0) (n>v (y) tienen un 
mismo número de ceros en el interior de y, con lo cual se termina 
la demostración. 

Ejemplo 1. Hallar el número de raíces de la ecuación z* — 
— 4 + 22 —1 =0, cuyos módulos son menores que 1 

Apliquemos el teorema de Rouché. 

Para esto, representemos 29 — 42° 4 22 — 1 өп la for 
ma f (2) + Ф (2), donde f (2) =—42 y q (2) = 28 4+ 22 — 1. Como 
para |z| = 1 


(96 I=1+21]<12+]2|+4=3 
11()|=142*]=4, 


\Ф(@|<|/@!. 


Por consiguiente, según el teorema de Rouché, la función / (2) + 
+ (а) = z —- 425 + 22 — 1 tiene en el interior de la circunferen- 
cia |2 | == 1 tantos ceros cuantos tiene la función f (z)= —425. 
Pero esta última tiene un cero de quinto orden en el origen de coorde- 
nadas y, por consiguiente, el número de ceros que tiene en el сїг- 
culo unidad es igual a 5. Por esta razón, la ecuación 2 — 425 + 
+ 22—1=0 tiene cinco raíces en el interior del círculo unidad, 
es decir, tiene cinco raíces cuyos módulos son menores que la unidad. 
Ejemplo 2. Demostrar que la еспасібл 


ав-Е а, соз ® 4- аз соз 20 +... Han cos nô = 0, 


donde 0 < ao < ar... < an, tiene 2n raíces distintas en el inter- 
valo 0 < ® < 2л. Además, la ecuación dada no tiene raíces imagi- 
narias. 


y 


se tiene 
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Domostremos primero que todos los ceros del polinomio 
p (3) 0040134... а" 
están situados en el interior del círculo unidad. Evidentemente, 
esto polinomio no tiene raíces roales positivas. Si z по es un número 
positivo, se tione: 
|р (2) @— 1) |= | an2"! — [ao + (a, — ao) 2+ - - » + (ап апа) 21] > 
> авв" |—|а›-+(а,—а)5+... + (an — an) 2" |> 
> an] 21"9— 140+ (а. — ao) [21 -. - + (an ап) |211. 


En efecto, como los nÚmeros ao, а, — Mo, · >» An — an-; SON positi- 
vos y el número z по es positivo, los vecloros do, (а — aa) 2, +++ 
a- (an — аһа) 2” no pueden llevar una misma dirección y, por 
consiguiente, 

[аба а) 207 +++ (аа апд) 3" | <a (аа) 21+... 


аа ан) 15)". 


Si, además, | 2 |21, entonces 
uyt (81 — ao) |21... (an аһ) |2 "< 
«09 | a tt- (0. — ao) 12]. = (an — an-s) | z "H = 
= fag + (а, — to) + ++. + (0040121 = ап 5/04. 
Así, pues, para |z|>1 y 2 no positivo, se tiene: 
Lo (2) (2—1) | >an |z" — anz" 0, osea р (2) (2—1) 5 0. 


Poro do aquí se deduce que рага z по positivo у en valor absoluto по 
menor que 1, p (2) + 0. Esto último es cierto también para z positi- 
хо y. por consiguiento, р (2) no tiene ceros fuera del círculo unidad 
ni tampoco en su circunferencia. Por esta razón, todos los п veros 
del polinomio p (2) están situados estrictamente on el into- 
rior del círculo unidad. 

Supongamos ahora que el punto z describo la circunferencia 
{2 | = 1 en la dirección positiva. Entonces е] vector que representa 
p (2), según ol principio del argumento, tiene que dar en torno del 
origen de coordenadas un número de vueltas igual al número de ceros 
del polinomio p (2). es decir, n. Como en cada vuelta la curva que 
describo el extremo del vector se corta con el eje imaginario al menos 
dos veces (una vez por encima y otra por debajo), tendremos al 
menos 2r intersecciones de éstas. Cada una de ellas corresponde 
a una posición determinada del punto z en la circunferencia | 2 | = 1, 
os decir, a un valor determinado del argumento ®, el cual varía 
en el intervalo (0, 2л) al dar una vuelta. 
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Por consiguiente, tenemos al menos 2л valores distintos dol argu- 
mento $ on el intervalo (0 < ® < 27, para los cuales el punto que 
representa p (2) = p (e0) so sitúa en el cje imaginario. Para cada 
uno de estos valores de $ 


Re {р (е:9)] == Ңе (30+ aet? +... 4 anei?) s 
= Ве [ay +a; (соз 0 4 isen 0) +... +an (cos nú-+1sen0))= 
= а-а соз Ò +... an cos nÒ 


se anula; por consiguiente, queda demostrada Ja existencia de al 
menos 2л raices de la ecuación 


a +ajcosd+... ancosnd=0 


on el intervalo (0, 2л). 

Demostremos que el número de todas las raíces situadas en esto 
intervalo es exactamente igual a 2л. Con esto fin, hagamos еї? = 5 
entonces, tendremos: 


cos Аб 


y, por consiguiente, 


а0 +44 соз 04... + аһ соз nÒ = 
у 


E +++... Ha AA ат). 


Si bn Em » -» Фан son los coros del polinomio que figura en el 
segundo miembro, entonces todos los ceros del polinomio trigono- 
métrico que figura оп el primer miembro satisfacen а la condición 
==... 2n). 

De aquí se deduce, ante todo, que la cantidad de ceros reales distintos 
del polinomio trigonométrico considerado en el intervalo (0, 2л) 
no es superior a 2n. Como ya se había demostrado que existon no 
monos до 2n ceros reales distintos de oste polinomio en el intervalo 
(0, 2n), el número total de ellas es igual a 2n. Obsérvese que los 
módulos de los números €, = e'*) son todos iguales a 1; por lo tanto, 
entre los coros del pólinomio trigonométrico dado no puede haber 
ninguno imaginario. 

Ejemplo 3. Sea y (£) una función de variable real, positiva, 
continua y creciente en el segmento [0, 11. Consideremos la integral 


iro, 


e 


0 сар 
еж а 


1 
{ Ф cos zt dt. 
è 


Basándose en la observación hecha en el ap. 1.2 (pág. 388), a ésta 
se la puede considerar en cualquier recinto acotado del plano como 
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el límite de una sucesión de sumas integrales: 
n1 
1 k k 
һ@= У Lo (E) cos Ez. 
к= 
uniformemente convergentes en este recinto *). 


Por consiguiente, esta integral representa una función f (2), 
analítica en cualquier recinto del plano, о зоа, es una función entera. 
1 


Evidentemente, f (:) 0 (por ejemplo, f (0) = | p(9dt>0) Por lo 


tanto, a la sucesión {fn (2)} y a la función / (2) se les puedo aplicar 
el teorema de Hurwitz. Si зо es algún cero de la función f (z), entonces 
en cualquier entorno fijado del punto =, todas las funciones fn (2), 
comenzando desde una de ellas, tienen que tener tantos ceros cuantos 
tiene f (z), es decir, al menos un cero. Pero las funciones fn (2) son 
polinomios trigonométricos que satisfacen a las condiciones del 
ejemplo 2 ((en este caso 0а = 9 (5) аы = (tH) 
y0=%). Por osta razón, las funciones fn (z) no tienen ceros 


imaginarios. Por consiguiente, la función entera 7 (0) = 
=|еФ@ соз zt dt tampoco tiene ceros imaginarios: todos sus 


9 
ceros son números reales. 

3.6. Si f (z) es una función uniforme y analítica en cierto entorno 
|z | > В del punto del infinito (a oxcepción, posiblemente, de este 
mismo punto), entonces en este entorno es válido el desarrollo: 


а) =... Ала"... БА АА... HAH 


Hallemos la integral de f (2) sobre la circunferencia Co: |z | = 
= о, donde о > R y la dirección del recorrido es tal que el entorno 
12 | > о del punto del infinito queda а la izquierda del observador. 
Ев natural considerar positiva tal dirección con respecto al recorrido 
en torno del punto del infinito. Mas con respecto al interior del 
círculo |z | < о, es decir, con respecto al entorno del punto finito 
в = 0, ésta es negativa. Integrando término a término la serie de 
Laurent, resulta: 


| 1@ da= А. (— 2ni) ді (— Аз). 


*) En el caso dado, esta proposición es 


il comprobarla directamento. 
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Para que cn el caso de integración alrededor del punto del infi- 
nito la integral de la función también sea igual al producto del 
residuo de Ја función рог 277, es conveniente dar la siguiente dofi- 
nició 

Se llama residuo de una función, uniforme y analítica en cierto 
entorno del punto z == оо, respecto de este punto, al coeficiente de 27“ 
tomado con signo menos, en el desarrollo de Laurent de la función en 
este entorno. 

Entonces 


{ $ (2) dz = 2лі Res f (2), 


donde la integral so toma en la dirección positiva con respecto dol 
punto del infinito, es decir, en el sentido según el cual Ja parle exte- 
rior de la curva queda a la izquierda (y no la parte interior como 
ordinariamente so hace). 

Aplicando esta definición, obtenemos el siguiente teorema: 

La suma de todos los residuos de una función uniforme y analitica 
gue, solamente liene puntos singulares aislados, es igual a cero. 

En efecto, el número de puntos singulares de tal función es finito 
(en caso contrario, existiría un punto de acumulación, finito o 
nito, del conjunto de los puntos singulares. el cual sería, por lo Lanto, 
un punto singular no aislado de la función). Describamos una cir- 
cuuforencia | 2 | — с, con el contro en el origen de coordenadas, de 
modo que en olla y en su parte exterior (a excepción, posiblemente, 
del punto z = оо) no haya puntos singulares de Ja función. Entonces, 
todos Jos puntos singulares finitos: Zt. 2... ., 2, Cstarán situados 
en el interior de esta circunferencia, por lo cual, según el teorema 
de los residuos, se tiene: 


| 10) 4&— 2лі У Res J (2). 


ё 


Aquí so toma la integral on la dirección positiva ordinaria, es decir, 
de tal modo que el interior de la circunferencia quede a la izquierda. 
Poro esta misma dirección será negativa con respecto al punto dol 
infinito. Por lo tanto, la misma integral será igual a 


J { (3) 2 = — 2ni Res f (г). 


Lo 


Restando la segunda relación de la primera, obtenemos defi- 
nitivamente: 


2ni [Res f (2) + == +Res (9) + Res f (1 = 


291199 
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o bien 
Bos (2) + .---+ Res f (2) +Res/()=0. 
Ba RATOES 


El teorema queda demostrado. 

En particular, este teorema es cierto para cualquier función 
racional, puesto que una función racional tiene solamente puntos 
singulares aislados de carácter uniforme (precisamente, polos). 

Obsérvese que el residuo de una función respecto dol punto 
del infinito se determina mediante el coeficiente de uno de 105 
términos do la parte regular del desarrollo de Laurent, 
mientras que el residuo respecto de un punto finito so determina 
modiante el coeficiente do uno de los términos de la parte prin- 
cipal (es menester recordar que el conjunto de las potencias nega- 
tivas del desarrollo de Laurent representa la parte regular para el 
punto z = оо y la parte principal para un punto finito). De aquí se 
deduce que el residuo respecto del punto 2 = оо puede ser distinto de 
cero, incluso cuando este punto no sea singular, es decir, cuando es 
regular, mientras que el residuo respecto de un punto regular finito 


siempre es igual a cero. Así, por ejemplo, para la función у (2) = + 


el punto z = оо es regular (es un cero de primer orden). Sin ombargo, 
aquí Res f (2) = —1 = 0. 


$ 4. APLICACION DE LA TEORIA DE LOS RESIDUOS 
AL DESARROLLO DE LAS FUNCIONES EN SERIES. 
INTERPOLACION 


4.1. Sea f (2) una función uniforme y analítica que no tenga 
en el plano finito otros puntos singulares más que polos. 

Designemos соп C una curva cerrada rectificable de Jordan cual- 
quiera que no pase por los polos de la función f (2), y sea z un punto 
situado en el interior do C, distinto del origen de coordenadas y de 
los polos. Calculemos la integral de tipo Cauchy: 


1 52+ 
Е Li 


Evidentemente, los polos de la función y (2) = ŻEL en el into- 


== 
rior де С son: el punto $ = z у todos los polos de A función f (2) 
situados en el interior de С. Designemos con Bi, ..., В, todos 
aquellos polos que son distintos de cero, y con G; (2), . . «» Gh (2) 
Jas partes principales correspondientes de los desarrollos de Laurent 
de la funciónf (z). Hagamos también Bo = 0, suponiendo que Go (2) 
es la parte principal del desarrollo de Laurent de la función f (2) 
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en un entorno del punto z = 0, de modo que G (2) es idénticamente 
igual a cero, siz = 0 es un punto regular de f (2), y Ga (2) es una fun- 
ción racional con el único polo en el origen, si z = 0 es un polo de 
la función f (2). 


Calculemos los residuos de la función Ф ($) respecto de los puntos 
E=2. Bi... В.. Ante todo, obtenemos: 
Без (0) = 70. 


Sustituyendo luego f (5) en un entorno del punto Pa рог el desa- 
rrollo de Laurent correspondiente 


AÑ 
e Ya Аб) a) vo 
© тын" A 46 НА (60 +. 
eee = Ga $) H Pa (0), 
donde Gx (2) y Pa(£) son las partes principal y regular д0] desa- 
rrollo, respectivamente, y observando que para |5 — Ва | <|2— В| 


hallamos que el término que contiene (£—f1)* en el desarrollo 
de pO =O Ey es igual a 
E AR Adh 1 4 
к= чш re т=ш= 
Por consiguiente, 


Res = — Ga (2). 
Кее ДӘ) 

Así, pues, 
фа 
=r 


=10- 5909. 
7 


о sea, 


1a= Daata | 308 IQ, VERY 
7 


= 
Esta fórmula podría haber sido obtenida de otro modo. Obsérvese 
para osto, que Y G, ( es una función racional que se anula on 
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'el infinito; todos sus polos están situados en el interior de С. La fun- 


Cr © 

tor (z está siluado en el interior de С) posce las mismas 
ES] 

propiedados y en el punto dol infinito tiene un cero al menos de 

segundo orden. Por esta razón, su residuo respecto del punto del 

a сего, y, por consiguiente, 


an 


ción 


infinito es ig 


de=0, 


de dondo 


IO 


dee 


Poro la función / (фу — 


í 
interiores a С; рог lo cual, а la última integral se la puede aplicar 
Ja fórmula de Cauchy, obteniendo: 


С, (E) es analítica en todos los puntos 


dg = (2) — Y Ga (2), 


1 f фа; 
207 } 5—2 


es decir, resulta la fórmula (41:1). 

Supongamos que existe nna sucesión de curvas cerradas recti- 
ficables de Jordan (C,,) que no pasan por los polos de la función 
$ (2), donde cada una de las curvas {Cm} está contonida en el interior 
de la siguiente (Cm4:) y cuyas partes interiores, para m suficionte- 
mente grande, cont а un círculo dado cualquiera [2 |< Л, 
cumpliéndose para las curvas Cm la siguiente condición: 


ee A DA. 
lim 7 ei o. (4:1:2 
Em 


Entonces, ol número de polos de la función f (т), situados en el 
interior de Cm. dependerá de m: n = ny. y de la fórmula (41:1) 
hallamos: 


4 (z) lim So, (2). (4.1:3) 
mo T 
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es decir, la función / (2) se expresa en forma del límite de la sucesión 
de la suma de las partes principales de sus desarrollos de Laurent, 
respecto de los polos situados en el interior de Cm- 

ión (41:2) queda satisfecha si, por ejemplo, 


Tm flas < o. (4.1:4) 
дае T 


En efecto, designando con rm la distancia desdo el origen de 
coordenadas hasta С„ (ль —> оо cuando m-— оо) y suponiendo que 
2 pertenece al círculo |z| < R, para rm>R tendremos: 


jar 25] <a Jola 


cuando m —> оо. 

De esta acotación se ve que. con la condición (4.1:4), ol término 
complementario de Ja fórmula (4.1:1) tiende a cero uniformemente 
respecto de z, perteneciente a un círculo arbitrario |z | < R. Por 
esta razón, la sucesión (4.1:3) converge uniformemente hacia f (2) 
en cualquier círculo |2 | < R- 

Se puede obtener una expresión рага ў (2) análoga а (4.1:3) en 
condiciones más generales. Supongamos para esto que on lugar de 
(4.1:4) para la sucesión de curvas {Cm} y un número entero no nega- 
tivo p se cumple la relación 


Ta y Las < оо. (4.1:5) 
"Em 


Si se supone que las longitudes lm de las curvas Cm crecen no más 
rápidamente que Arm, donde % es una constante (así será siempre 
que Cm scan curvas homotélicas ecto del origen de coordenadas), 
entoncos hallamos que 


max |/( | 


[8 iy 1 Ст 
ST авах А 


Do aquí se ve que la condición (4. 
verifica la condición más simple 


max |/($)! 


Тїп 2 <oo, (4.1:6) 
=> Ж 


quedará cumplida si se 


que admite un crecimiento infinito del тах | 2 (2) |, pero no más 
Cm 


rápido que el de rh 
Haciendo la suposición de que se cumple la condición (4.1:5) 
), volvamos а considedar la relación (4.1:1) y sustituyamos 
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оп la misma (5 — 2)7* bajo el signo de la integral, por la expresión 


Е Ж, % Р2 1 ан 
ға A рс 
С 


Entonces tendremos: 


A » 
1@= 26, (@+ р — [Pz f LLERA бал) 


Observando que los puntos fo, Bs, ..., Ba son polos de la función 


e situados en el interior de C, hagamos: 
Res L&L = AP (0,1, ..., р). 
py DA 


Entonces obtenemos: 


p » 
y вг] у &- Ж a+ ФА): 


pa 
1-0 
donde Pa (2) son polinomios de grado no superior a p: 

Pr (2) = А+ А +... + Ar, (4.1:8) 


En resumen, la fórmula (4.1:7) puede escribirse en la forma 


1@= a Paar | a (439) 
o 


Es p 
è 


Sustituyendo aquí C por Cm у, por consiguiente, п por nm, 
aplicando la condición (4.1:5), oblenemos que el término comple- 
mentario de esta fórmula 


tiende a cero, y además, uniformemente соп respecto de los pun- 
tos z, pertenecientes a cualquior círculo fijado: |2| < /t. En efecto, 
si т ез tan grande que rm>R, se tiene: 


1 1ф pt 1 uO bpa 
== | га ри ajc j Ter ds < 


11—141 


ReH VOI 
A ТР 4 
m 


$4. APLICACION DE LA TEORIA DE LOS RESIDUOS 455 


Poro, en virtud de la condición (4.1:5), las integrales {4914 
с 


я m 
están acotadas: 


LO! 
ї Leeds М о. 
с 


Por consiguiente, 
сф 
msr 


m 


y de la fórmula (4.1:9) resulta el desarrollo 
л, 


1()= lim Ў 16, (2) + Ра (2) (4.4:40) 


1 


al < —>0 cuando т > оо, 


que converge uniformemente hacia f(z) en cada círculo |z| < R. 
Esto desarrollo puede escribirse en forma de serie 


16) = Go (2) + Po (2) + х, (бым (2) 4 Ран (91+ -H 
416, (0 FPang (1), (4.4:44) 


donde ny se debe hacer igual a cero. 

Obsórvoso que los primeros términos de la sucesión (4.1:10) 
о de la serie (4.1:11) se hacen infinitos еп los puntos Po, +. -. f 
es decir, allí donde se hace infinita la función f (2). Por esta razón, 
la convorgencia uniforme de la serje (4.1:10) se debe entender como 
la convergencia uniforme de aquella serie que se obtiene do la dada 
después de despreciar unos cuantos primeros términos que tionen 
polos en el círenlo |z |< R. Los desarrollos de la forma (4.1:10) 
(en particular, (4.1:3) о (4.4:11)) se llaman desarrollos de f (2) en 
fracciones simplos. 

4.2. El método expuesto de desarrollo de las funciones en series 
pertenece a Cauchy. Apliquémoslo a unos cuantos ejemplos particu- 
lares de gran importancia. 

1) Desarrollo de secz. Tomemos por Cm los contornos 
de los cuadrados con los centros en el punto z = 0 y соп los lados 
paralelos a los ejes de coordenadas y de longitudes 2тл. En los lados 
de los cuadrados, paralelos al eje imaginario, se tiene: z = + ma + 
+ iy, y, por consiguiente: 


met 


nm» 


1 E: A: 
Тес тл} Пеон chy * 
En los lados de los cuadrados, paralelos al eje real, se tione: 
z=z-+ ima, у, por consiguiente (véase la fórmula (3.6:11), cap. 


[sec 2]= 


456 CAP. 1V DIVERSAS SERIES. RESIDUOS 


segundo), 


1 1 
вое |= тетен Саг 


Пе estas desigualdades obtenemos para la integral 1 [soc Eds 


la siguiente acotación: 
m 
г dy 4 
f [sec E] ds < 2 { тшу +4т® 


LA ma 


За" 


Сото la integral Ta „ es convergente y Я" c —> 0 para m > оо, 


plo la condición e 4) y, por consiguiente, también la con- 
n (4.1:2), Por esta razón, on el caso dado so puede utilizar la 
fórmula (4:4:3). 


En el interior de Cm la función ѕес 2 = 


tieno polos de la 


созт 
Forma (27 — 1) E donde — m +- 1 < j < m: todos ellos son sim- 


ples, puesto que los ceros de cosz son simples, Evidentemente, 
4 


Res seecz= — 


(1), 


2 а) 
у, por consiguiente, Ја parte principal do 
punto z = (2j — 1) E ев G) (3) = С 


e z еп el entorno del 


+. Obsérvese tam- 


bién que z = 0 no es un polo para sec z y, por consiguiente, se debe 
suponer que la parte prine ipal correspondiente es igual a cero. 
De la fórmula (4.4:3) hallamos: 


A —!)/ 
= lim [ 
[2 2-0-0 


Luyamos en la segunda de las sumas que figuran bajo el signo 


límite j por 1—k. Obten que k variará entro los límites 
desde 1 hasta m, y, por consiguiente, 
о m 


ч (у 
аа Y E 


ПЕ 


kal 206—1 
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Por esta razón, cambiando la notación Æ por j, hallamos: 


Y бау +7 с-ун F 


im 
2 
-[2 UA m 2401—0955 


= tim Y (17—095. 
a Es 


Hemos obtenido el desarrollo de secz en serie 


ве: D) EE 
¿21 21) 


4.241) 


7 


Del método de obtención de esta serie (un caso particular de Ја 
fórmula (4.1:3) con la condición (4.1:4)) so deduce que clla es unifor- 
momente convergente en cada círeulo | = | < A (además, para hablar 
de la convergencia de la scrie se deben excluir de la misma unos 
cuantos primeros términos, que tienen polos en el círenlo dado). 

2 Desarrollo de cotgz. Tomemos por Cw los contornos 
de los cuadrados con los centros en el punto z = 0 y con los lados 
paralelos a los ejes de coordenadas y de longitudes (2m + 1) a. 
Entonces, en los lados de los cuadrados, paralelos al ojo imaginario, 


2-6 (mi) a+ iy, 


y, por consiguiente, 


ea [e (u-$)019] 
[Dor] 


En los lados de los cuadrados, paralelos al eje real, 


aneio 
|1 


sen (iy) 


| cotgz|= ЕГ 


z=zŁi(m4 +) а, 


y. por consiguiente, (véase la fórmula (3.6:11) del cap. segundo), 


cos [== 1 (m+) л] Ё (mL) a E: 


[cotgz|= 


son [+= i (++) a] ЕТ (n+3) л 


ena 


A 


“че” ы 
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En resumen, еп los lados de los cuadrados Cm el módulo 
[cotgz| satisface a la desigualdad 

+1 
[сощ =: GE 


Por esta razón, se cumple la condición (4.1:6) y, por consiguiente, 
también la condición (4.1:5) para p = 0. y podemos aplicar la 
fórmula (44:10). 


En ol interior de Cm la función соі z = 


соз 


оп: tiene los polos 
siguientes: 0, +x, . . ., emm. Jos cuales todos son simples, puesto 
que todos los ceros de senz son simples. Evidentemento, 

соз kn 
cos ka 


Ros cotgz -+ 
an ч 


por lo cual, la parte principal С, (2) del desarrollo de cotg z en el 


entorno del punto 2 = Ал es igual a 7 


En el caso dado, los polinomios 7, (z) (véase la fórmula (4.1:8) 
son de grado no superior а р = 0: 


Ў = Af” — Ros E$ 
р.) = А0 = Res LES . 


Pero, evidentemonte, la función SEË 


es par. Por esto, su 


desarrollo en serie de Laurent en el entorno del origen de coordenadas 
contione solamente potencias pares de 5 y, рог consiguiente, 


Ros 8t _ 0, 
to $ 


Por otra parte, los puntos £ 


kn (k0) son polos simples para 


ES. Por lo tanto, 
сод _ _ сояйл 1 
26 t = асова Ra 


En resumen, 
Pol)=0, Ра) = г (690), 
y. por consiguiente, sogún la fórmula (4. 1:10): 


эрен lim [+ +3 (== ES +3 (laa -5 )]- 


+3 (+ =). 
(4.2:2) 


= lim [5 +3 (кж ++тєк)]-+ 


$ 4. APLICACION DE LA TEORIA DE LOS RESIDUOS 459 


Hemos obtenido el desarrollo de cotg z en fracciones simples. 

Del mismo modo de obtención de esta fórmula se deduce (do la fór- 

mula general (4.1:10)) que Ja serie (4.2:2) es uniformemente conver- 

gente en cualquier círculo |2 |< R, si se excluye de la misma 

un número finito de términos que tienen polos en este círculo. 
Escribiendo la relación (4.2:2) en la forma 


ря 4 
cole) (tt) > 
T 


integrémosla término a término a lo largo de una curva arbitraria £ 
que parta del origen de coordenadas y no pase por los puntos Ёл 
(k = +1, +2, ...). Obtenemos: 


i ГЕ 5) ta (1 e di 


donde en el segundo miembro figuran unos valores de los logarit- 
mos completamente determinados; precisamente los valores de las 
integrales correspondientes: 


| (+ ак) 


La integral del primer miembro es ignal a uno de los valores 
de Ln Ez 


‚ Así, pues, 


La 22 — lim (и 15+). 


de donde 


lo cual, ordina. 
ducto infinito: 


iamente, se escribe mediante el símbolo del pro- 


а ( —=) š (4.2:3) 


Hemos obtenido el desarrollo de senz en producto infinito. 
Este desarrollo se obtendrá de nuevo en el cap. séptimo, partiendo 
de unos razonamientos más generales. 
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3) Desarrollos de coscez y tgz. De los desarrollos 
de las funciones sec z y cotg = ве obtienen inmediatamente los desa- 
rrollos de las funciones coscez y tgz. En efecto, cosec 2 = 


зев ($ — 2). Por lo tanto, de la fórmula hallada anteriormente 


y 
sec.z= lim (9 


т ЕЗ 
jmp 0D 


hallamos: 


cosecz= lim 
mo y 


moy Ey 
= Ж == 95" in 
janmi е 


Sustituyendo ў — 1 рог k, obtendremos: 


“lim [= кк) lit) e 


Eq (к==р + ==.) + (СЛ + ] * 
Agreguemos dentro de los corchetes un término más: (— 1)" x 
херад “е límite es igual a cero (uniformemente respecto de 2, 
perteneciente a un círculo arbitrario |2] << А). Obtenomos: 


2: 2: m 
ata tagr OA 


cosecz— lim [--— 


mero 


=++ 5 1 
П 


Este ез el resultado pedido. 
Análogamente, para tgz tenemos: tez=cotg ( 
cual, de la fórmula obtenida anteriormente 


cotgz= lim +2 — кт)! 


maw 
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obtenemos: 


09-0 F— a+ 0 PF | 


1 


Despreciando entro corchetes el término р, Cuyo límite 
@т-+н)-Е—+ 
es igual a cero, hallamos: 
m © 
A 2: 

wein A A 

т айка 1 

Esto ol desarrollo buscado de tgz. 
4) En particular, de los desarrollos buscados fácilmonte se oblio- 


nen los desarrollos de Laurent de las funciones trigonométricas en 

el entorno del origen de coordenadas que fueron hallados anterior- 

mente mediante división de series (cap. tercero, ap. 7.2). 
Considoremos secz. Esta función es analítica en ol círculo 


lzl< + y, por consiguiente, admite en el mismo un desarrollo 


en serio de Taylor. La fórmula (4.2:1) expresa esta función en forma 
do seri 
secz= Y) (1) LEMA, 
1 12—(/— Е 


la cual es uniformemente convergente en cada circulo y, en particu- 
lar, en ol interior del círculo |z |<. Por esta razón, basándose 
en el teorema de Weierstrass sobre las series uniformemente conver- 
gentes de funciones analíticas, se pueden obtener los cocficientes 


de Taylor de sec z sumando los coeficientes correspondientes de los 
desarrollos de Taylor de cada una de las funciones que figuran entre 
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corchetes en сї segundo miembro de la última fórmula (véase cap. 3, 
ap. 74). Pero 


a 
2-01-05 #+@—1)-- 


(TS z E ге. (aya 
E [eo >] 2 [eo 27" 
=2-9 Y Lam (1107—05): 


и [eo +] 


Aquí, los coeficientes de potencias impares son iguales а cero, 
mientras que el coeficiente de 22" (т = 0, 1, 2, ...) es igual a 
ЕГЕТ ( 2 ш: ya 
mFS =p 
[2-02] +1 л jm 


Por lo tanto, los coeficientes de Taylor de las potencias impares 
de z en cl desarrollo de sec 2, sun iguales a cero (lo cual, evidente- 
mente, se podría habor observado inmediatamento, puesto que la 
función sec 2 es par), mientras que los coeficientes de las potencias 
pares 2%" so expresan en forma de series: 


TOM Д 


Así, pues, 


Lyn am 
secz хр (+) 2 aja]: A 
Recuérdese quo en el cap. 3, ap. 7.2, se obtuvo este mismo desa- 
vrollo en otra forma: 


sr DN a, 


donde Erm son enteros, denominados números de Euler (£o=1, 
E= —1, E=5, Es=—61, ...). Comparando los coeficientes 
de ambas series, obtenemos las igualdades: 


а те зы m Eom 
AH g-e (т=0,1.2,...) 


а Г 


П 
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y, en particular: 


Consideremos también la función соё z — +, la cual es anali 
tica en el círculo | z | < л. Para calcular los coeficientes de su dosa- 


rrollo de Taylor, apliquemos Ја fórmula (4.2:2), de la cual so deduce 
la siguiente expresión de esta función en forma de serie: 


co ( +) 


Рага cada término de esta suma se tiene el “siguiente desarrolla 
de Taylor: 


1 1 5 _ a © p ш 
тш тт” Eo pam KAN (Сау 


д ama 
=-2)y (|2|<aj). 


A a 
Por lo tanto, los coeficientes de potencias pares de z en el desarrollo. 
de Taylor de la función сойт z — 1. son iguales а coro (lo cual se 


observa inmediatamente, puesto que esta función es impar), mientras 
que los coeficientes de potencias impares 2#-!, se expresan en forma 
de sorios: 


Por consiguiente, 


33 Am 


cotgz— 
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En el cap. 
en otra forma 


tercero, ap. 7.2, se obtuvo este mismo desarrollo 


Como el primer miembro de esta igualdad es positivo, ol segundo 
también Liene que ser positivo, es decir, (—1)"~'Bam > 0. Do aquí 
se deduce que los números de Bernoulli Bam (m = 1, 2, 3, ...) 


tienen que alternar do signo (ya se vio en el cap. 3, ap. 7.2, que 
1 
В, ер, В = 3 Вт). 


De la relación obtenida se deducen, en particular, las siguientes 
igualdados: 


polación p 
dado un sistema de puntos 


ат 
pertenecientes 


recinto G, y dados otros tantos números naturales 
ад, a, 


aram оаа 1... Бат 92 m, 


se puede construir un polinomio И (2), del menor grado posible, que satisfaga 
a los condiciones: 


wyn 


neister o N 


El ропот П (а) que splistace, а estas con 

mio de interpolación de la funció 

puntos de interpolación зу, con los órdenes de multi 
+s m) 


G1, 2,00. т). 


ioues se lama polino- 
у. correspondiente a los 
icidad æ; (1 1, Za 
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Ši ПД) es tal polinomio, ontonces para la diferencia 
R(= a) (г) 
leatemente, representa una función an: 


que, evi 


tica en el recinto G, ве Lione; 
RE). =0  (=4,2....m. 


Vor consiguiente, А (z) tiene un сего оп cada uno de los puntos zy 
раг lo menos, Supongamos que II, (2) es otro polinomi 
condiciones del problema. La función corrospondiente 


R, (= / (9—1 (2) 


drá los coros 1, .-., 3m, cuyos órdenes serán no menores quo 
lo mismo será cierto también para 


H (0)— B (2) =, (91 (e). 


orden æy 
lo quo satisface a las 


también te 
леко 


> U: (2) — П (2) es un polinomio que tiene al monos n coro 
s Eg + ++ 3 бе Órdenes по menores que Qs, La, .. ., A, de donde se deduco 
que П, (2) — 11 (2) es divisible por el polinomio 
a... Gi) Mo (0) 
de grado т. Por esta razón, si cada uno de los polinomios П (2) y 11, (2) es de 


wado menor que x, su а tiene que ser idénticamonte igual а cero, es 
decir, entro los polinomios de grado menor que л existe no más do un polinomio 
que resuelvo ol problema pl. do. 
Demostremos que tal polinomio verdaderamente existo y puede expresarso 
en forma de una integral 


?, Ц 1D ®=(ф@—®() qe 
MO=37 \ эб “= ази) 


donde y es una cueva cerrada rectificablo de Jordan o 


quiera, situada on о 
recinto С juuto con su parte interior, la cual con 


те еп su parte interior lo 


a 
puntos гү, -ss гл. En efocto si о (2) = У) Ape", resulta 
y 


A eH H Ал (Ia) 
O + Аг" 
Bra Ba 1...1 Bo (E) "71, 

donde В, (©. En-2(2), ..., Mo (2) son polinomios respecto de $, cuyos grados 


coinciden con sus Índices. Por consiguionte, П (z) se puede ехргоёаг en la forma 
pen 
A 10 ун 
П@=-элг | шу D Paia Oa" dg 
y кә 
И n-i 
E 
= (ar Lar) Y Pa, 
7 > ho 


501109 
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ay ma 0) (k 


1, 2, .... а— 1). 


Eu resumen, la expresión (4.3:1) representa uu polinomo de grado no sup 
or a n— 1; Formemos la diferencia (ду 702) — (2). Si el punto 2 está 

terior de y, entonces f (2) se puede expresar en la forma f (2) = 
10 


tz 
y 


dE, у, por consiguiente, / (2) se puede transformar del modo 


A 1) o0-00 g 
даі 6 018] Ts = 
v 
IO om 


(4.3:2) 


o bien, Finalmente, 


nor, 


Evidentemouto, la integral 


2ni J E: оф 
> 


slo tipo Cauchy y, por cou 
analítica en el interior de y. 


os una integra . representa una función 


тыў, la función 


Т7 арча. 
2) 
ACSI 
am Se 
а" iy ї тера 


? 
un entorno del punto z; (o incluso en toda la pai 


erior a y). 


р. 2 = гу es para It (2) un cero de urden œ; al menos, y. posible- 
superior. Pero esto significa que 
RIO, „.. RESTO o 0, 
es docir, 
api 1 
таце, =... Tn y т). 

Así, pues, hemos hallado el polinomio de 5) de grado 
no sap a n — 1 que resuelve el problema pl le la obser- 
vación hecha anteriormente, éste es el único pol de grado inferior a n 


que satisface a las condiciones del problema, 
La fórmula (4.31). que proporciona el polinomio de interpola 
fórmula (4.4:2), que expresa la diferencia 7 (2) — П (2), es decir, q 


o, y la 
propor- 
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ciom el término complementario R() de la fórmula 


de interpolación 
F= (+ (а), 

se llaman fórmulas de Hermite, 

4,4. Mustecmos la importancia de las fórmulas obtenidas en unos cuantos 
ejemplo 

1) Supongamos primero que m = 1, de mado que solamente se tiene un 
punto do interpolación z, de orden а; <= л. Se trata de buscar ol polinomio 
И (2) = (л (2) de grado no superior д n — 1 que satisfaga a las condiciones: 

Таа EDI tr SP (а), о (гү! (80) = UD (д), 

En ol caso considerado ө ()=0, (2)—(¿—21" y la fórmula (4:3:1) пиз da: 


1 HO =a" 
= 


аа 0) 


Рего 


nt 
Y LD apt aem 
к= 


Hemos obtenido el polinomio de interpolación do 
Taylor, es decir, la suma parcial de la serie de Taylor (lo cual so debía de 
esperar deade el principio), El té complementario (4.3:2%) tione la forma 


(4.4:3) 


Н (2)== И, (2) 


Este os ol término complemontario de Та fórmu 
Taylor. En virtud del teorema intogral para un 

valor no varia si Ja integración se efectúa sobre una ci 
Cp: 1 £ — zı | = p, donde p es menor que la di 
Y frontera del recinto G (en el cual / (z) es a 
puntos z situados en е jor de Cp. se 


ferencia cualg; 
do el punto гү hast: 
esta razón, para los 


1 
К. 09а ! 
y Д 
К p M ф) 
Га ттт ( 


oblieae de nuevo que la sucesión de polinomios de Taylor {/,., (2)} 
зок 


Сошо < 1, resulta que R, (2) tiende a cero cuando л + оо, 


de donde 
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converge hacia f (2) en el interior del círculo | — =, |< A. perteneciente al 
recinto de analiticidad de la función / (2). 

2) Sea m = п, de тойо que se tienen л puntos de interpolación ss, za, .. 
e cada uno do orden 1 (а ==... = од = 1). So trata de buscar el 
polinomio 11 (2) = 1,_, (2) de orden no superior a л — 1, que satisfaga a las 
condiciones: 


1-а 
En el caso dado, 


а-а (22 0 022), . 


ө (2) 
y por la fórmula (4.3:4), resulta: 


On (2) = 


OQ Onl 


1 
паг | аб 
J 


(4.434) 


Para calcular esta integral, lo кай fácil es uplicar ol teorema do los residuys. 

La función subintogral p (2), considerada como función de 5, tiene polas simples 

os puntos zp (W = 1, ...‚ n). El punto 5 == 3 по os singular para la misma, 

n quo el polinomio оз, (©) — б (2) es divisible por ф — z. Para los residuos 
i ($) en los puntos зу, resultan las expresiones: 


Нез q (0) = LH 
O 


о, (2 i 
donde 2, (гд)... (e—a) (65141) >>> (8—20) es wn polinomio on s 


do grado nt. 
Por consiguiente, 
М ә 
М ПС) 
1а 0) Y повр DLE жб). (4.4:5) 
Homos obtenido el polin 


п—1. El término complomen 
dionto tiene la forma: 


lo de interpolación do La 


e do grado 
o do la fórmula de interpolación 


а Correspon- 


(4.4:6) 


1 nDo 
® (0) EE 


«que, como ya sabemos, representa un polinomio en z de grado л 
Para, n=1 se tiene: 


On 


1 Eae 1 


a 
== 
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Consideremos la diferencia 


A AT NA 
900 == ais 


блокни ов = 
сото 
окы O=) Фк (О y 
Orpi (0) = (#— 3h41) © (2), 
esta diferencia puede representarse en la forma siguiente: 
ön E 9 (лы) On (2) —E— г) 06 (0 Ска) а (0) _ 
wr 06—29 
=D _ rt) 
ST 


n-i 
Haciendo + formemos la suma У) ðs (0); 
= 


obtenemos: 


3 21 
D а У onon 0. 
ё а 


En resumon, 
4 On (E) — wn (2) „яй w (z) Фл- (2) Ы 
Ot Sta ЧА? 
Evidentemonto, haciendo aquí z = ... = гл, so obtiene do aquí la 
identidad (4.4: 


Do la igualdad (4.4:7) se deduco que el polinomio de interpolación do 
Lagrango ln (z) se puedo representar оп la forma 


+=] 
JO on) 096) ye З. $ „А... 
[Кл ля d= У =.—_ le 
JA се 4 2 т) A 
(44:8) 
En esta forma, éste se llama polinomio de interpolación 
de Newton. La ventaja de la fórmula (4.4:8) ante la fórmula (4 = 
siste en que, зода Та Fórmula (448), para pasat Че уа (ys 
я ктр ДЕ 
agregar (solamente) а In- (а) un término do lu forma рат | = 
mientras que la fórmula (4.4:5) no sólo exige el aumento do wn término, sino 
tambión la sustitución do cada término anterior por uno nuevo distinto. 
En párticular, si la sucesión {2,4 (2)) convergo hacia la función / (2), 
teniendo en cuenta fórmula (4.4:8), en lugar do la relación 


£()= lim Inm (2) 


1 
ha = 


de on (2), 


se puede emplear la sorie 


Уг y o. чш) 
° Y 
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Esta se Man 


seried 


terpolación de Мом оп Evidentemente, 
res (0 se hace igual а (E—20%=l, өр (2) se hace 
а la serie de Taylor como un caso particular de la 


2)", (4.4:10) 


Obsérvese, por cierto, que ya establecimós las condiciones рага la conver- 

і ie (4.010). iras que el problema general de la convorgencia 

es decir, el problema de las i según las cuales 

término complementario de la sorie de Newton (4.4:6) (que es también ol 

término complementario de la sorie de Lagrange) tiende а cero cuando n — оо, 

exige un estudio particular, que tenga on cuenta también la distribución de los 

рип de interpolación y el comportamiento de la función f (2). Esto problema 
ha sido tratado por А. Guelfon 

Detengámonos también a examinar los coeficientes de la serio de Newton: 

az 


AA ” 
0 


(к=, 1,2. 


Ка el caso particular de la serie de 


lor estos coef 


utes so expresan 


А К (a 
mediante las derivadas do / (2), precisamente se representan еп la forma 2 ч 1), 
el caso general, ellos se 


'xprosan mediante lus diferencias divididas de la 


función 7 (2) respecto de los puntos (=, 
Pura obtenor la expresión debida de estos coeficientes, apliquemos ol teo- 
yema de los residuos. Tendremos: 
i ШИ so Ta 
Af 0 ас Y вез LD - 
її f = = 2 г, лан 2 AO 


donde 
«мл (2 (рц) ee (jij) (усаа) +++ (jmina 
En particular, para 4 1 obtenemos: 


1 { 1O qe LED LD 1D 0 
TO aa RA а-а 
y 


Llamomos а esta expresión diferencia dividida primera de 

ба 7 (2) respecto de los puntos z y 22 y designémosla por 

neral, si ун зе ha definido la diferoneia divi- 

1, llamaremos dividida de urdon k de la fun- 
ción / (2) respecto de los puntos т, а la expresión 


AUDI eq onee tr lO 
ЕЛЕП 


Supongamos que ya ве ha demostrado que 


чаг} io 


al 


ао 245 а акн). 


CHO 
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para cualquier sistema de puntos тү, ..., гу; demostremos que entonces, 


чыг | RAPE ааа зш. д) 
И 
En efecto, debido а Ја hipótesis hecha, se tione: 
1 19 E Artn рро); Е 
тч ¡te di AU (9 ss do 
10 pin А 
f = IT BAADI а anib 
Por consiguiente, 
ак [ле з, . 
САИС ЧИИ Ж 
1 1 П 1 P 
“naa Maine 0] 
й 1 E A LIA 
A a $107 E лыр ® 


milo tam 


como se quería demostrar. Huc 1 


ar | чиг} EÈ eo ah sih 
E 


тер polución do Newton (4.4:8) cu la forma 


SENOS 
© 


nerdo a esto, la serie de interpolación de Newton toma la forma 


siguiente: 


DER ARTO 
© 


4) Finalmcuto, examinemos el problema de 
dan m puntos distintos: Sp, ..., гы, de Órdenes iguales аң... = Cm5 pi 
а continuación anmentaremos indelinidamente ol número p, sin cambiar 105 
mismos puntos de interpolación, Se trata de buscar un polinomio jip- (2) 
de grado no superior a mp—1 que satisfaga а las condiciones: 


Парса En) —1 (Фа), Қара (Ем) /' (ан), ..., 
Даю 9—0 (д) 
(е4, 2, ..., т). Haciendo 
* (2—20)... (e—a) =4 (0) 


terpolación on el que se 
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se tiene: 


Omp (2) 
у, por ennsiguiente, 


0”... (а= 10 (0, 


ГРЕЕ о OIR HOC q 


2ni ФОР 
y 
Trausformemos la expresión 


1 
Те ФО 


del modo siguiente: 


119 Pa P 
DT бев = 
тр EL u Ori (ао 
к y 000—060) [4 _ 06 uor 
a O 


Entonces tendreme: 


»- 


Ini O= г | pr ФӘ. бнз 
0 


Para las transformaciones ulteriores, apliy 


os la fórmula (44:7), 
sustituyendo eu la misma 0, (2) por 942). Козина 


1 900—060) 1 ГТО И 
RRA => RO {z5 t=: 
1 1 224 2) 


“Тр Жашы + 


de dondo 


E= 


1 РА aal а 
эт} [Ше g=: же 


жей 
=. me 10 de ‚җи 
2 ти | Те TR E 


obtenido un polinomio Q, (2) de grado по superior а т — 1, cuyos 
ntes son integrales do la forma 


1 © 
БЕП И nOr C~). 


Mediante el teorema de 
media 


в residuos so podrían haber hallado sus expresiones 
te los valores de la función f (z) y sus derivadas en los puntos z, + > сугы. 
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Volviendo a examinar la fórmula (4.4:13), hallamos: 


з 
Imp- (= Y On © la (91; 
2, 
este último зе Паша polinomio de interpolación do Jacobi, 
Consideremos с] tórmino complementario de la fórmula do intorpolación 
correspondiente 
1 HO 12 tor 
Rape) =i [LO 190 ш. 
аг ) Tr Те 00 ® 
7 
Para hallar una cota, obsérveso que, desde el princi 
mente se la han impuesto las si 


Ja curva y sola- 
ntes restricciones: y junto соп su parte inte- 
rior pertenece al recinto G en el cual la función / (2) es analítica y contiene em 
su interior a todos los puntos zt. .. -, zm. Tomemos como curva y la lemniscata. 
Ap con los focos en los puntas zi ... 


(véase ol cap. ў jorra en su interior los puntos 
Zin + + у Zm, Cualquiera que sea р > 0. Supongamos ahora que ро > 0 es un 
valor del radia tal, que / (2) es uniforme y analítica en el intorior de Dogs 

p,> 0 un número positivo arbitrario, menor que ро. Entoncos, para 
P quo satisfaga a las desigualdades р <p" < po la lomniscata Л, po 
al interior de Ap, y contiene el conjunto cerrado onstítuido por la parto 
interior de la lemniscata Ap y la lemniscata misma. Como en todos los puntos. 
z € бу so cumplo la desigualdad 


Таб) 1р", 
y en Jos puntos ¿€ A, se verifica la igualdud 


1а 1, 
tomando рог y la lemniscata Ap. y designando соп М(р') el máximo det 
módulo do 7 (z) en los puntos de la misma, tendremos: 

2 1 Мр) ге ут ; 
a t) I< р рер ( f ) tong Ap сеа, 
donde se ha designado con ё (р, p’) la distancia entre Ap Y Apr 
Do osta fórmula so ve que Xmp(:) tiendo a cero uniformemente en el 
conjunto Gp, cuando p crece indefinidamonto, Сото 
Emp (2) =1()—Impor (5) 
y p se puede tomar arbitrariamente próximo a р, de aquí se deduce que la 
mii 


sucesión de polinomios fmp-4(s) convorge uniformemente en el interior 
de Ap, hacia la función у 7. 


ra 
=, Ímp-1 t= tia 2 Qa (2) [а (217, 
es decir, resulta el desarrollo en serie 


F= Ў) Фа (2) la Ө)". (44:14) 
5 
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Esta se Паша serio de interpolación de Jacobi. 
En resumen, toda función f (z), analitica en el interior de la lemniscata Apr 


«on los focas 21, . . ., Zm, puede desarrollarse on serie de Jacobi (4.4:14), la cual 
converge uniformemente en el interior de Ap,- 


Recordemos que q (z) = (¿— 4)... (2 — zm) y 


тей 
4 19 45 
Ф®@= г | т тру 
j= ? 


En el caso particular en que m==4, se ti 
1 19 
oz le 
? 


y la serio de Jacobi ве convierte un la serie de Taylor; la lemniscata Ap, 
æo convierte on la circunfi 


G=) y 
) 


МРН ЛЕ: ЭШЕ 

Oa ®=-ы а=" Ea + 
LA — > e 
+ { AREA O 


Aplicando a cada una de las 
tuando después unas transform 


Qo (2) 


1 teorenia do Los residuos y ofec- 
las, resulta: 


y paran > 


Qn (a) ai [es geo (ay (+ Ep) 


Еп 


dondo А з з 
А-1, An (as) AR PS + A ds ш, 


Eu particular, haciendo 2, =a, hallaremos «que toda función /( 
analítica on el interior de la lemniscatu A py: 


l= a (44) 


0$, 


se desarrolla on зе 


1-4 


+3 


"1 


$ 4. INTERPOLACION 415 


Es conveniente observar que mientras el interior de Ja lemuiscata Ap, 
по sea conexo (lo cual ocurrirá para valores suficientemente pequeños de ро), 
la función analítica f (z) podrá definirse ей cada componente del conjunto 
ubiorto, cuya frontera оз Ay, independientomente de como so defina en las 
demás componentes del mismo conjunto, Así, por ejemplo, si m=2 y Py < |а|, 
la lomuiscata | (= — а) (z + a) | = pi limita de intos simplemente conexos, 
sin puntos comunes, Hagamos 7 (z) igual a ma constante A еп aquel recinto de 
éstos que contiene al punto —a, © igual a una constante Æ en aquel recinto que 
contiene al punto a. Entonces, obtenemos la serie: 


BHA |, BA BAS atA) u. A) A 
ЖОЛ ЛЫ ТЫ 0—0) т ичн, 


1 


la cual converge en uno de los dos reci 
Ja constante A y on el otro. hacía В 

Por cierto, el último resu uedo, abti 
binómico. En efecto, sustituyendo en la fórmula 


limitados por la lemniscata hacia 


w mediante ol desacrollo 


“+ put 


же н (40)... (2а—1)2л „ 
х и", 
1 


Mat n 
4 por EE, en el interior de la lerniscato | 22—02 


a|? so tiene 


Por consiguiento, 


DES IC 


«onde el signo en el primer mi 
resulte la unidad 


(2n—4) 2n 2 (202) 
102% н, 


BA IA a 
а a 
x 


de donde, finalmente, se deduce el resultado indicado anteriormente. 
Para estudiar la teoría de interpolación recomendamos al lector leer 1 
libros V. Goncharov, Teoría de la interpolación y aproximación de las 
funciones, (cap. I. Interpolación por puntos) (B. Л. Гончаров. Теория ante 
полиравання п приближения функций, M., Гостехнадат, 1954 (ra. 1. Точеч- 
noe митерполиропанме) y А. Gnelfond, Cálculo de diferencias (іні 
(А. 0. Feanbona, Исчислоние конечных ризшостей, naz, З. «Наука», 
1960). 
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$ 5. FUNCIONES INVERSAS E IMPLICITAS 
5.1. Supongamos que 


w=f (0) = wtu (220) +... +an(e—2) +...) (5:5:1) 


donde a, = f’ (20) 0. Consideremos un círculo рг — zo | < po, 
cuyo radio sea menor que ol radio de convergencia de la serie (51:1) 
y оп cuyos puntos, distintos de 20, la función 7 (z) tome valores 
distintos de f (де) == шо (véase el cap. 6.1, cap. 3). Designando con $ 
Ja distancia desde el punto шо hasta la imagen de la circunferencia y: 
12 — zo | = po еп la transformación w = f (z), para cada punto 
w, pertenecionte al entorno |w — шо | < 8 tendremos: 


|/@ —%|:>|ш—ш| (27), 


de donde, en virtud del teorema de Rouché (véase el ар. 3.5), зе 
deduco que la ecuación 


9 —0=0 
y 


1 (2) —ш‹ = / (2) —u0-+ (в —ш,) =0 


tienea un mismo número de raíces en el interior de y. Pero la 
primera do ellas solamente tiene una raíz zp; por consiguiente, 
la segunda también tendrá solamente una raíz 2, 


Га) = ш. 


En resumen, en el entorno |w — wọ | < está definida una 
función uniforme 2 = ф (ш), cuyos valores pertenecen al entorno 
|2 Fa | < po y la cual es inversa con respecto do la función 
w = f (2) 

Aquí obtendremos para la misma un desarrollo en serie de poten- 
cias de w — шу, convergente en el círculo | w — ty | < 8, de donde 
se deducirá que la función Ф (2) es analítica en el círculo indicado. 
La serie que oblendromos representará la inversión de la 
serie (5.1:1). Queriendo establecer un resultado más general, 
consideremos una función arbitraria F (2), analítica en un recinto 
que contenga al círculo cerrado | 2 — zo | < Po, y formemos el desa- 
rrollo оп serie para la función Ё lọ (w)l. En particular, haciendo 
F (2) = 2, obtendremos el desarrollo de q (w). 

Si wes un punto arbitrario del círculo | w — wọ | < 8, entonces, 
como ya se ha observado, la función f (z) — w tiene un cero simplo 
único z = q (w) en el interior de y: |2 — Zo | = ро. Por consiguien= 


te, la función Р (t) A © 
el interior de y, con el residuo igual a F [Ф (w)], de donde se deduce 


5 tiene un polo simple único q (w) en 
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que 


a ira х 
Fipol =ar 075% e 64:2) 
> 
Está claro, que la fórmula obtenida es un caso particular de 
la fórmula (3.5:1). Para vbtener de aquí el desarrollo on serio pedido, 
apliquemos а la integral (5.1:2) un método análogo al que se empleó 
para obtener de la integral de Cauchy la serie de potencias para una 
función analítica. 
Como |w — шу | < $, mientras quo |f (фу — о |28 (EE y), 
mas 


Ла fracción 1607, es desarrollable en seri 


de pote: 


ао у=: 
1 LO 


По 000) 7 TE) —00 — 


Haciendo max | f’ (фу | = M, hallaremos que el módulo del término 


wa 


general do 18 seric obtenida no es suporior en los puntos de Ja cirenn- 
ferencia y al número 4 (1©=2®®1.\", do donde so deduce que Ја 


serio es uniformemente convergente en y y puede integrarse Lérmino 
a término. Poniendo oste dosarro)lo en la fórmula (5.1:2), obtenemos: 


Fipo г РО У E 


— 
=D rl Rm (518) 
н у 


Hemos obtenido una serie de potencias рага / Ф (10)), cónver- 
gente para |w— w| <8. En particular, si F(z) =z, resulta: 


z=p w= У г | ya era о)". ИМ) 
ае 


Esta es la inversión de la serie (5.1:1). Transformemos los cooficien- 
tes de los desarrollos hallados. Para n = 0 obtenemos: 


E ү ОРГ s 
a { DQO рца, 
E 


HE 
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puesto que en el interior de y la función subintegral tiene un polo 

со en ol punto E = ду con el residuo igual a F (zo). 
Supongamos ahora que лу 1. Entonces, empleando el método 
integración por partes (el cual, evidentemente, es aplicable a las 
egrales de las funciones analíticas de variable compleja), obtene- 
mos: 


EOI y 
Ед | тоа" = 


A (© 1 1 2 9 
Зип f кыч { Пети | Cn) Гит &. 
La función 


Др L Ueno en el interior de y un polo de orden т 
т 


en el punto E= 2, (puesto que el denominador do la fracción 
17 (E) — wol" Пепо un сего de orden n en este punto). Por esta razón. 
e el ap. 3.4), 


afe ПС ү Oa 
ne zar) тат ет (а Ле" 


Haciendo, рага abr 


=2 (2). (5.1:5) 


donde, en virtud de las hipótesis hechas rospecto de f(z), la fun- 
ción y (2) es analítica en el círculo |z— zo| < po, resnita: 


AS a AMO in (5:16) 
З 


Por consiguiente, la serie (5.1:3) puede escribirse definitiva- 
mente en la forma 


det 


ер Ра 5, зга 


{Ох Со (w — wo)". (5.1:7) 


Esta serie, así como su caso partientar (para / (2) = 2): 


z - p(w) =z- 54 T 5 Fa Ol ken te 100)", (51:8) 


se Пата serie de Lagrauge. 
Examinemos el problema de la inversión de una serie de 
de la forma 


w- [(2)=0, +0 (220) + arsi (¿2 A (5.20) 


polen: 
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donde 
è төө #0 у кА. 
Consideremos el circulo K: |z— | << po, en el cual se verifica 
Ja relación 
адь (2—20) адз (2 — 2o)? -F -~ »()|<|а,]. 
Entonces, en este entorno, рага 25 Zo, se tiene: 
В) = ша = 12 5] аА (0) [ә |а о аА 112 0, 


es decir, f (2) no toma el valor wo en los puntos distintos de zp. 
Intcoduzcamos ahora la función 


A 
3-4 
Сото А (2) es analítica en el círculo A y en éste so cumple la 


desigualdad |L2-| <A, esta función posee en esto círculo una 
rama uniforme analítica p(z), que se expresa por la fórmula 


vo Y [EE] fee Гн (0 RS 


И авон [ e arg (4 +10 е 


у 80 caracteriza рог completo on ae toma el valor 4 en el punto 
2 = то, donde A (2) =0. 

La [unción (2) es desarrollable en el círculo K en serie 
de potencias 


1 
T 


ф(@ = 1401 (220) -Hag (3—3) +... 
el cnal se puede obtener, por ejemplo, poniendo la serie 


(2—20) + a z) + 


ansi 
ак A 


en la serie binómica 


Mediante las funciones introducidas aquí, se puede ropresentar 
la transformación w=f(2) en el círculo Ж del modo siguiente: 


w= f(a) = wtar (220) [1 +49 
= wa + ак (2 — 20) р (2)1"- (5.2:2) 
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mosla por dos transformaciones, realizadas sucesivamente, 
una (газ ога: 


t=V 3-16) = Vaea) (2) = 
таа) = Улкоа(а—)#+.... 
v=w+é. 


in virtud ¡de los resultados del apartado anterior, la ecua- 
5.2:3) determina z еп un entorno del punto £ 0, como una 


función uniforme y analítica de £ (el valor У ад está fijado): 


2=2%+)) + ES UE =!" 
аи 
donde 
1()= z=- E 


GWO М0 
ñ 

Observando que ¿=(w9—wp)* es una función k-forme de w, la 
enal es analítica para ww, sacamos la conclusión de que Ја 
Tun 2 =p (10), invorsa con respecto de (5.2:1), cs una fun- 
ción k-forme de w, analítica en un entorno х del punto wo, a excep- 
ción del mismo punto wọ. En este entorno, ésta se expresa por una 
serio dispuesta nee las potencias fraccionarias de w — 100: 


snt 34 w Жек hm oa. (5.2:5) 


Si en el entorno i milenio х del punto wọ se traza'algún radio, 
Д 


entonces la función ¿= (w — w)" tendrá en el recinto que se 
obtiene de ж excluyendo los puntos pertenecientes a este radio, 
k ramas uniformes analíticas. A cada una de ellas la corresponde una 
rama uniformo y analítica detorminada de la función 2 == «р (w) 
(5.2:5). 
А un recorrido 1-рїе del punto w por una circunferencia con el 

1 


centro en w le corresponderá el paso de una de las ramas de (w — wg)" 
а otra y, debido a esto, el paso de una de las ramas de la función 
= ар (w) a otra. Como resultado de un recorrido /-ple alrededor 

1 


dol punto шо, cada rama de la función (w — wo)? pasará a sí misma; 
por esto, también cada гата фе la función z = Ф (w) pasará a зі 
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misma, de donde se deduce que el punto w = 10, es un punto de rami- 
ficación algebraico de la función « (w) de orden k — 1. 
л resumen, со de invertir la seric de potem 
(5.2:1) resulta una función analítica k-forme con un punto de ramifi- 
cación algebraico de orden k— 1 en el punto w — шо. 

El lector extenderá fácilmente los resultados precedontes al caso 
en que las series estén dispuestas según las potencias negalivas de z, 
o al caso en que cada una de las series, estando dispuesta según las 
potencias entoras de 2 — Zo, contenga un número finito de potencias 
as de 2 — 20. 
. Examinemos unos cuantos ejemplos de aplicación de la 
serie de Lagrange. 

Ejemplo 1. Sea 


donde ay 0. 

Designando la función inversa como anteriormente, medianto 
z= p(w), tomando / m=." 0) y Observando que en еі caso 
dado 23=109=0 y (0) уру =. según la fórmula (5.1 
nemos: 


oble- 


= ms 
4+ > LP peso am 0 


Fig (w= eeo гр 


= gep ан)" yn 


El radio de con 
la fórmula de Сан 


75 
закла. 
т 


Haciendo 0 == е, obtenemos рага 2 == ф (ш): 


FP) 


Por consiguiente, 


же; +28 а" Et an Ра 


21—199 
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Ж 
Фиш Y ar EDT „лы У а CEDE „ы 
q 7 
Ejemplo 2. Polinomios de Legendre. Sea 
w=2=1() (1). 
Aquí 


y, por consiguionto, según la fórmula (5.1:8), en cierto entorno 
del punto w=0 tiene que verificarso el desarrollo 


2=q(u)=1+ Da (ED o (5.3:1) 


Demostremos que esta serie es uniformemente convergente res- 
pecto del parámetro £ en todo círculo |t| < Я, si w es, respectiva- 
mente, suficientemente pequeño en valor absoluto. En efecto, los 
cooficientes de la serie se pueden expresar en forma de integrales: 


a : 2 
“Гар m ла ©? 
de donde, para todos los [t| < R, so tiene: 
1 (REI RA 
оа ta [2] 


1 аі (E 4 Е j =)" 


Si, por consiguiente, lelem donde 0<0<1, entonces, 
Janw" | < 9", 
de donde so deduce la convergencia uniforme de la serie. 


Teniendo esto en cuenta, derivemos término a término la serie 
obtenida respecto de ż, manteniendo w fijo. Resulta: 


134 24 w ая (ы 


Рог otra parto, de T ecuación propuesta se puede expresar 
fácilmente z= (w) mediante las funciones elementales. Se tiene: 
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donde se debe tomar aquel valor de la raíz cuadrada que se hace 
igual a 1 cuando w = Ô (entonces, como fácilmente se comprueba, 
obtenemos: Ф (0) = t, como tenía que ser). De aquí hallamos: 


д; _ 1 
Узай ` 
Comparando las dos expresiones para .22., obtenemos el desa- 
rrollo: 


CN A ES = 
Уе фай DN шю па. (0802) 


el cual es uniformemente convergente respecto de £ en cualquier 
círculo | t |< R y respecto de ш еп ol círculo correspondiente de 
radio suficientemente pequeño. Para determinar el radio de conver- 
gencia de la serie para un valor fijado £ = fo. es suficiente observar 
que la función que figura en el primer miembro de la igualdad sigue 
siendo analítica en un entorno del origen de coordenadas mientras 
en este entorno no haya puntos en los que se anule la expresión sub- 
radical. Para los puntos indicados tiene que verificarse la igualdad 


7 (2+5). 
Pero es sabido (véase el ap. 4.9 del segundo capítulo) quo la función 
1= (+) transforma el interior del círculo | w |< p <1 
en el exterior de la elipse E, con los focos +1 y los semiejos 
+ (+ +0) y +4- р). Si el punto % está situado en la 
elipse Æp, (еп el caso en que ty está situado en el intervalo (—4, -+1) 
del eje real, se debe tomar ро = 1), entoncos, para todos los w per- 
toneciontes al círculo |w |< po, los valores 2 = (0+4) 
estarán situados en el exterior de la elipse Ep, У, POr consiguiente, 


no puede verificarse la igualdad tọ = (0+ 2). En resumon, 


la función es analítica en el interior de la circunferen- 


У ар Fut 
cia [ш | = ро < 1, cuya imagen еп la transformación t= 
= (0+1) da elipso Ез) pasa por el punto ta. En el interior 


de esta circunferencia es convergente la serie de potencias que hemos 
obtenido. 


Los coeficientes de la serie son funciones del parámetro £. Como 
(t? — 1)” ез un polinomio ер E de grado 2л, + (€ — 4)" también 


з» 
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es un polinomio en E de grado п, у, por consiguiente, las funciones 


son polinomios en 2 de grado n. Estos se Haman polinomios 
de Legendre y se designan mediante Pn (0). 
Así, pues, 


(5.3:3) 


Estos polinomios poseen muchas propiedades admirables. Seña- 
lomos algunas de ellas 
a) Hagamos (t — 1) 
logarítmica, tendremos: 


entonces, caleulando la derivada 


2м 


=}, o bien (6—1)5'=2nts, 


de donde, derivando n-+1 veces: 
(6—1) зен 42 (n41) 5040 4 (n+ 1) ns = 
= зе L 2n (n + 1) 50, 
1 
Mal 


(0 ELO g O n(n +1) Pa (0 = 0. 


Sustituyendo aquí 


sM por Pn (t), obtenemos: 


Esta es una ecuación diferencial linval de segundo orden, 
a la cual satisface Pn (i). _ AN 

D) Derivando térmjuo a término el desarrollo (5.3:2) respecto 
de w, obtenemos: 


кв. Y nP, (0) т"). 
aan шу "=! 
De aquí que 
¿A (1 —2tw wt) Y) пР, () ш"! = 


=P, (+ PO — Pl w0+ 


awut) 


+ Y (#1) Puya (0—22, (0 + 
= 


(0—1) Pase”. 
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Por otra parte, 


(—w) Y) Pale) wr - 


СЕРЕН — 


04 tP (iw Уу иР„иу—Р„_, (Ow 
na? 
Comparando Jos coeficientes de potencias iguales ш" en los 
desarrollos obtenidos de la función т, ballaremos: 
1—2 иа)? 
P (=t, 2р. (0) —3Р, (0) 1—0, 

(n 4) Pasi (0) — (28 + 1) Р, (0) пРь., (t) = 0 (а> 2). 
Estas relaciones permiten calcular los polinomios de Legendre uno 
tras Otro. 

He aquí los polinomios do Legendre de grados inferiores: 


P= P=, Р 380, 0) 50 


р.) sn, ле? 


e) Señalemos, finalmente, la propiedad importante de orlogo- 
nalidad de los polinomios de Legendre, que se expresa por las 
relacionos siguientes: 


ы 
| Pa O Pa) dto, si nym. 


Para demostrar estas relaciones, apliquemos las ecuaciones 
diferenciales a las que satisfacen Р, (2) y Pm(t). So tiene: 


(1—2) Ph (0) —2P 5 (1) +n (n+ 1) Ра (0) =0, 
(0—02) Pin (0) — 2t Poll) - т (т + 4) Po (0) 0. 


Multiplicando la primera de ellas por Pm (0), la segunda рог Pn (t) 
y restando, obtenemos: 


(18) IPR (0 Р (0—2 (0 Pa (01 —241P5 (0 Pm (0) — 
— Pin () Pa 01 (а— m) (0 -+m +1) Pa (0) Pr (0) 0. 


Observando que dos términos del primer miembro de esta rela- 
ción representan la derivada dol producto 


(1— t) 1Р; (£) Pm (0) — Pin (E) Р, (01, 
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e integrando la relación obtenida en el segmento [—1. +1], ha- 
Пато: 


(0—0) 125 (0 Pm (P) — Pin и) Pa (OIE 
+ 

+(n—m) (n+em4-1) | Pa (2) Pn (8) dt=0. 
ЕЛ 


Como la expresión que figura entre llaves se anula рага t= +1 
у (A—m)(n+m-+1)+0 para nm, resulta: 


ы 
VPO) Pm (0) 0. 
A 


Por lo tanto, queda demostrada la ortogonalidad de los poli- 
потіоз de Legendre en el segmento (—1, 4-1). 

BEATIE 3. Ecuación de Kepler. Esta ecuación 
desempeña un papel importante en la astronomía, en la determina- 
са de la denominada anomalía excéntrica del planeta. Esta tiene 
а forma 


E-—esonE=GL 2n, 


donde Æ оз la anomalía excéntrica del planeta, e es la excentricidad 
de la órbita del planeta, £ — 7 es ol tiempo transcurrido desde el 
momento del último paso del planeta por el perihelio, y U es el 
período de rotación total dol planeta alrededor del Sol. Sustituyendo 


aquí E por z, e por w y 77. 2a por т, escribamos la ecuación de 
Kopler en la forma 


21 


ш == =1(). 
Aquí 20—75 Ёл (k es un número entero) y, por consiguiente, 


==0, (0) == sent. 


Por esto, según la fórmula (5.1:8), para la función ¿=$ (w), ten- 
dremos 


+) р (е ва"), ш". (5.3:4) 
T 


Esta serie resuelve el problema planteado, puesto que permite cal- 
cular z = E siendo dados w =e y t= +7 


T 2x. 
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Para determinar el radio de convergencia de esta seric debe 
recordarse que, cuando se deducía la serie de Lagrange, se partía 
de un círculo | z — 2 | < р, en el cual (2) ега analítica y no tomaba 
el valor шо = 0 en los puntos distintos de zp, y después se determi- 
naba el número 


5= min |7 (0) — 7 (z) > 0. 
1220 1=p 

La deducción hecha garantizaba la convergencia de la serie procisa- 
mente еп el círculo | ш — 1w | < 8. Evidentemente, entre los núme- 
ros distintos $ que satisfacen a las condiciones impuestas, nos inte- 
resa ol mayor posible. En el ejemplo dado se puede tomar por p 
un número positivo arbitrario, que no sea superior a la distancia 
desde el punto т hasta el cero de sen z más próximo al mismo, el 
cual representa nn polo de la función f (2). Hagamos, para precisar, 


+ = {- (por su mismo sentido, т = 207 2л varía desde 0 hasta 2л); 


entonces se puedo hacer variar p desde 0 hasta -7-, puesto quo los 
ceros de sen z próximos a т (z = 0 y z = л) ostán a la distancia 
+ de т. Si p está fijado entro estos límites, entonces ol correspondion- 
te 8 ев: 


1791= 
| 


Pero el valor z que satisface a la condición |. puede 
expresarse en la forma 2=-3+pe'?. Por consiguiente, (véase 
la fórmula (3.6:11), cap. segundo), 
| sen z | = | cos (peto) | == | cos (р cos p + їр sen q) | < | ch (р sen ф) | < ch p. 
Como para p=-3 se tiene: 

|sen z|=| cos (1p)]=chp, 
sacamos la conclusión de que 


[senz|=ch p, 
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y, por consiguiente, 
= n 


' HOl= p=’ 0- 


=p 


ás que el 
máximo. Igualando a сего la de 
la cenación: 


gir p de modo que 8 (0) tome el valor 
айа logarítmica de $ (p), obtenemos 


1_ Pe 


+= o bien eto 


Para esto valor, 8 (p) verdaderamente alcanza el m 
a УРЕ 1 = 0.6627... = б. 
En resumen, si ‚ el desarrollo (5.3:4) es conver 


para | w |< 0,6627. Se puede demostrar que el valor hallado de 
$ coincide con el radio de convergencia de la serio (5.3:4). 


ximo, igual 


5.4. Los resultados obtenidos al resolver el problema de 
pueden considerarse como casos particulares de los teoremas de 
implícitas. El final de este capítulo está dedicado a estos te 

Previamente daremos unas nociones sobre las funciones an: 

i nus solamente a lo más imprescindible, 
Cousideraromos una función Z (z, w) de dos variables complejas z y w, 
uniforme y continua respecto del conjunto de las variables para z € G y w € D 
donde G y 2 son dos rocintos pertonocientes а los planos 2 y w, respectivamente: 
Diremos que ésta es analítica en el recinto de cuatro dimensiones С X 09). 
si Ja función # tz, wo) es analítica en el recinto С para cada wo € D, y la fono 
ción £ (дь, w) es analítica en el recinto 0 para cada za € 

Para precisar, supongamos que G y D sou recintos simplemente conexos, 
y € y I son dos curvas cerradas rectificables de Jordan, pertenecientes a G Y /). 
respectivamente. 

Consideremos Ја inte 


ral reiterada de segundo vrden: 


donde 2 está situado ou ol interior de С y w, en ol interior de Гу y cada 
uno de los circuitos se recorre en sentido positivo, 
Entonces, observando que según la fórmula integral 
PG Der 


тө 


=2uP ($, р), 
ù 


=) Es de cuatro dimensiunes porque cada uno de sus puntos se determina 
por спай nùmeros reales: las partes real е imaginaria de la variable с y las 
partes real e imaginaria de la variable ш. La notación x designa el producto 
dle dos conjuntos, es decir, el conjunto de todos lus pares de elementos posibles, 
tomados cada elemento de una de los conjuntos dados. 
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podemos representar 2 en la forma 


i $ кы Алар (a, 10) 


De aquí se deduce que 


p 1 PG туйт 
е9 а} 5705 
è 


El lector comprobará fácilmente que so obtiene ol mismo resultado par- 


tiendo de la integral 
$ EN ( FEDA 
2 


0—2) (7—0) 


Por lo tanto, es indiferento el ordon de integración en la fórmula hallada, 
y se puede oseribir: 


(5.4: 


Esta fórmula ез análoga 

Basándose en esta Só 
dol tercer eupítulo раға las integral 
oxistencia de derivadas parciales de cualq 
por las fórmul: 


FOME (ew) Hb fẹ _ EE ddr 
po Y RE 


jogral de Cauchy. 

nálogu ul empleado en ol ap. 3:3 
o Cauchy, se puedo demostrar la 
or orden, las exales se expresan 


TO "л ла 


Estas fórmulas mnestran que las derivadas parciales de F (z, w) no depen- 
del orden de derivación. Además. cada una de las derivadas parciales os 
nna on el recinto que ENTES el producto de las purtes interiores de las 
curvas C y Т. En efecto, si M = max [FED | on C X Г. |7 | 
y Lw” — | << p son dus círculos cerrados situados dentro de C y Г, respeci 
vamente, А es el mayor diámetro de las curvas C y Г y, finalmente, ô (>0) 
es la menor de las dos distancias entre | — 2 ryCy]w—w|=pyT, 
entonces, para z’ у w pertenecientes a los círculos indicados, su verifica la deste 
gualdad 

Dmg (2707) AMP (2, w) 


AO DE bu 
ит! GLEVA ame e a 
- FG 
ШЫ || SIA (тшу EA ja 
kim! А QH ун (тшу 
ГНИТИ АЧЕН СТ И 
асана. ]66|< 
кїм! yy POCO (m 0) л HO (ke1) M 
Saz Bn 


ddr 


long С long Г. 
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Evidentemente, el segundo miembro do esta desigualdad puede hacerse 
menor quo cualquier e > 0 para valores suficientemente pequeños de г y р. 


hem, 
Por consiguiente, la función 2792 (w) os continua. Además, ésta es ana- 


lítica respecto de z para w fijado y respocto de w para z fijado, puesto que existen 


4 дї+ї+тЕ (z, ш) Ohm (z, w) А ei 
las dorivadas a Y ттеу. РОС 10 tanto, la derivada parcial 


«de cualquier orden de la función F (z, w) es analítica en el producto de las par- 
tes interiores de las curvas С y Г. Como éstas son unas curvas arbitrarias situadas 
dontro de los recintos G y D, sacamos la conclusión de que 


QUA (z, w) 
925 dum 
ws analítica en todo ol recinto de cuatro dimonsionos G X D. 
Modiante la fórmula (5.4:1) so puede obtener el desarrollo de una función 


analitica do dos variables en serie de potencias doble: serie de Taylor de la 
función А (z, w). Con este fin, desarrallemos en serie de potencias la función 


donde 


2) (—w)* 


Прво, Гео =p, li—=z]<r y |ш—%|<р. 


«Como 


y 


1 1 1 


к. w— wo 
o К" 

y umbas series son absolutamente convergentes, el desarrollo de la función 

=з Puelo obtenerse: multiplicando término a término estas series: 


1 -5 5 =} (ошт (5.4:3) 
A CA (тшу! 


роо о ЕН 


(@—0)* (w —wo)™. 


ff Ena. 
4 ETA mr 
(5.4:4) 
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Si М (т, 9) es el тах {Е (£, т) јел СХ Г, entonces рага los coeficientes Arm 
de la serio obtenemos la acotación: 
1423 
Гаа] = || ER Del |< М?пг?лр __М 


КЫ р EA (тшу ARA йрт ` 


de donde 


| Aim 629 (oy (12201 


а=) (По) 


үн 
Como la serie 3 3 lagal Пе esconvergento para] 320] <r 


y [w=] <p P ко e deduco que la serio (5.4:4) convorge absoluta 
Y dniformomente en ol intorior del recinto de cuatro dimensiones que тор 
senta el producto de los dos círculos |z—zo| <r у |w—w| <p. Los coeli- 
ciontes Аут» según las fórmulas (5.4:2), puodo expresarse en Ja forma 

A! f Fg, 1) di dr | дї+тр (zo, wo) 
"== э A (cipal Ил ойт `' 
» dofinitivamente, para una función analítica de dos variables 
mos el кш де Taylor: 


нә 5 5 ш тїт a toa. 645) 
Е] 


Debido а la convorgencia absoluta de esta serie, ésta puede expresarse 
también en wna de las dos formas siguientes: 


PO, 9-7 i [2 == "е 
— 


Asi 
a y w да 


т 5и т [2+ i] PO p 2] La, 


то 


Evidentemente, las expresiones entre corchetes representan las derivadas par- 
ciales de la ке Р( ш): 


3 1 6 в: 20 ponn E б» ш) 
$ añ 


O 1 Bm (z, wo) OMF (2, ш) 
Daarn Ca 


Por osta razón, los desarrollos hallados también pueden escribirse on la forma 


Э ә 


вош YN PE NE 1 LEA w". 
э m= 
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Indudablemente, cada uno de éstos podría haberse obtenido también directa- 
mento, considerando a F (z, w) como nna función analítica do z (para w fijo) 
о Меп como una función analítica de w (para z fijo). 

5. Cousidorando la teoria de las funciones implícitas, examinemos la 


ecuación 


F (z, 10)=0, (5.5:1) 
dende Р (2, ш) es una función de dos variables, analítica en ol recinto 
{5—< г. [w—wp| <p. Supongamos quo se sabe que 

Ро 109)=0 у F (zo w) + 0. 


En cstas condiciones, es válida la siguiente proposición. conocida por el nombro 
de teorema preparatorio de Weierstrass. 
Existe un entorno |з— з | <r <r, ш — о | р" <p, en el cual 
F (z, w) se ezpresa en la forma 
F (2, 10) =149 (4)+... + Ars (8) А-1 o] Ф (2, ш), (5.5:2) 
sonde Ао (2), ..., An-s (2) son funciones analíticas para |z -rls r, k 
ex un número natural que coincide con el orden menor de las derivadas “рош 
(нт Я, 2, ‚..) que son distintas de cero, y Ф (z, w) es una función analítica 
en el recinto |3 — zo | < P < т, | ш — wo | < p° < p, que ло se anula aquí. 
De este teorema se deduce que en cierto entorno del punto dado (za, wo), 
in (5.5:0) es equivalente а lo ecuación 


Аоба (ju (a) WAH = 


la cual es algebraica respecto de w. 

De este modo, el teoroma preparatorio do Weierstrass reduce 
del сахо general do una fun lícita w (z) al caso de una función implícita 
dada por una ecuación algobraica respecto de w (pero no ecto de 2), 

Pasando a demostrarlo, establezcamos primero la existencia de k solucione: 
de la ecuación (5.5:1) en un entorno del punta (zo, w), y demostremos después 
que todas estas soluciones satisfacen a una misma ecuación de la forma (5.9:3) 

Consideremos la función F (zo, w). Como ésta no es idénticamento igual 


и cor, entre las derivadas LEG hay distintas de coro. Sea 4 (> 1 


el orden menor de los dorivadas distintas de cero, Entonces la función Ё (zp, w) 
tendrá un cero de orden k en el punto wọ. Tomemos un entorno cerrado 
Го — wo | <p” < p del punto we tan pequeño, que £ (zp, ш) no tenga coros on 
el mismo, distintos de wo, El mádulo | £ (гь, w) | en los puntos de la cireunte 
coda yi: шо = wo = f” Cene wn minimo positivo т. Si |а — zo [тб = r 
ев un entorno cerrado del punto ге Lan pequeño, que para uno cualquiera de sus 
puntos y para cualquier w € y" so verifica la desigualdad 


ТЕ, ш) (co, w| Ст, 
entonces, en virtud del toorema de Kouché (véase el ap. 3.5), las ecuaciones 
Pl ш=0 у (аш) (8, ш) E (so, м) Ё (2, 10) =0 
den la última, z está fijada arbitrariamente en el círculo cerrado |z — 6 |< 
<r’) tiónen que tener un mismo número de raíces en el interior de y”. precisa- 
mente k raíces. Asi, pues, homos establocido la existencia de unos entornos 


азо l <r, | ш w |< p tales, quo para cada z perteneciente ul primero 


de ellos, la ecuación 


, (.5:з) 


1 estudio local 


F(z, 10)=0 
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poseo k raices (teniendo en cuenta los órdenes de multiplicidad) en ul interior 
del segundo entorno (es natural, que puede poseer también otras raíces, situadas 
en el exterior a la circunferencia |w — wo | = р"). Designando estas raícos 
Топ шу) (= 1.2, + k), formemos un polinomio respecto de w, cuyos 
veros sean wy (2): 


1 ро (21 


— 104 (2) => He wtw hes (94 


A A 
FA o HA EPE (54%) 


Como es sabido del álgebra =), los coeficientes Ay (2) están ligados con 
los sumas do potencias 


эш (2) =P (2)... 4 шр (2) 
mediante las siguientes relaciones: 

зп дебла тайса ++тАк-т==0 (т==1. 2, . 

De aquí so deduco que cada coeficiente Ау (2 so expresa med 


potencias sm (2) en Torma do un polinomi 
ejemplo, 


k). 


nto las sumas do 
lo coeficientes numéricos. Así, por 


Ar- 900, Aral) lr 9—4 se (o) ete. 
z 


Por esta razón, la anuliticidad de las funciones Ay (2) en un entorno del punto 
ža será consveuencia de la analiticidad de las funciones sm (2) en el mismo entorno. 

Para calculae estas últimas funciones, np тима (3,5:1). 
Sogún ésta, la integral 


¡quemas la 
OF (z, и) 


эб 


wmi 2 з} r) os igual a 1а samu 
WPH ae 


puesto que wy (2) (7 = 1, 2, +... Ю son todos los ceros de la función £ (2, w) 
va el interior de y”, y ésia no tione polos (en el interior de y). 
Pero Р (8, w) у 220-9. son funciones analíticas de z en cl creuto 


ү: — | <r' para w arbitrariamente fijado en y. Además, o 
FG. w) no so anula (puesto que | E (z, w) — F (zo, 10) | < m, 
LE io w) | >т, м |а| y hw шо 1 р): De 

AR fe, м) 

a jea de z en el cireulo |2 — z 1 < r's 
que está, además, uniformemente acotada en valor absoluto, puesto que ella 
«s continua con respecto al conjunto do las variables = y w en el conjunto cerrado 
lal Lr, [шю wo | = p. Do aquí (véase el corolario del teorema de 
Vitali, ap. 1.2) so deduce quo la integral (5.5:5), y, por lo tanto, la suma de 


e caso, 
atras que 
hido a esto, 


os 


*) Véaso A. K uroseh, Curso de álgebra supos 


г, Editorial Mir, 1968, 
$ 52 
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potencias sm (2), son funciones analíticas de z on el círculo |= — zo | < 7’. 
Por esta razón, Ay (2) (j = 0, 1, - . .. & — 1) son funciones analíticas en el 
mismo círculo, es decir, todos los coeficientes del polinomio (5.5:4) son funcio- 
nos analíticas de z en el círculo indicado. 

No queda más que demostrar que el cocionte 
F (z, ш) 
Р (z, w) 
os una función analítica de dos variables z y w cn ol recinto |z — z |< г. 
Lw — wo | <p”. Con este fin, obsérvese quo siendo fijo s (]z— zo | <r), 
F (2, w) y P (z, ш) son funciones analíticas de w en el circulo | w — шо | = p°, 
que poseen en éste unos mismos ceros: 10, (2) (J = 1, 2, . . ., 4), Por consiguien” 
to, D fe 12) para cualquior z ( | s — zo | < y”) es una función analítica Чеш 
en el círculo | w — шо | < p’, que no so anula. 

Como, para | 2 — zo |<”, las raíces шу (2) (j = 1,.. ., А) de la ocuación 
Р (z, w) = 0 están situadas өп el interior del círculo | w — шо | < p”, es decir, 

ш) (ж) — шо | < р”, la función Р (2, ш) по se anula si [2—2|<r' y 
w — шо | = 07. Fijemos arbitrariamente у”, 0<r'<»r'. Las funciones 

Aj (2) U =,0,4,..., k — 1) son analíticas en ol cirenlo | z — zo | < 27: por 
19 tanto, ellas son continuas en el círculo corrado |= — zo | < 7” y, por con- 
siguiente, la función Р (z, w) es continua en el conjunto cerrado |: — zo | < 1”, 
[ш = w | <p, De aquí se deduco que oxiste un anillo circular p < 
ошо] рў, tan ostrecho, que P (s, w) no se anula para ningún z у 
pertenecientes al conjunto |5 —] <", ру < lw — wo | <р 

Sea p” un número arbitrario, comprendido entro р, y ф'. Entonces, 


O (e, ш) 


1 DeD pat ШО) 
OG, w= PED di | [ест ты 
1 дое" тео" 


М ЕЁ (з, 
para s=) <” y о о | <р". La función mA + para 


ху fijados, representa el cociente de dos funciones analíticas de 2 y. por con- 
sigulento, también еч una función analítica de £ (P (е, ч) ye 0). Estando de 
поо w fijado en el circulo [iw — ше | <p”, si 2 recorro ol ciroulo cercado 
12 — в |< y т recorro la circunferencia | т— шу | = p’, ol numerador 
y el denominador de la fracción considerada során funciones continuas de z 
Y т, y como ol denominador de la fracción no se anula, el módulo de esta última 
do mantendrá acotado. De aquí. en virtud del conocido corolario del teorema de 
Vitali (ap. 1.2), зо deduco que Ф (z, w) es una función analítica de z en el cir- 
enlo | — zo | < 7” para cada w del círculo |w — wo | <p”. 

Demostremos, finalmente, que ésta es continua con respocto del conjunto 
de las variables z y w en los círculos indicados. Para esto, obsérvese que la fun- 
ción чечүү es continua con respecto del conjunto de las variables 
z, tyw si ja — zo [С 1T — wo | = p” у |w — ше | < pa < р”. Las últi- 
mas condiciones caracterizan el conjunto cerrado (del espacio de sois dimensio- 
nes); por esta razón, la función considerada será también uniformemente con- 
tinua, puesto que para cualquier e > 0 so tendrá: 


(7, т) ға, 1) 
PRAGA Р, 90-9 


si 
12—20] 0", |ш—ш%}]< pa, |т—о|==р" 


eal <d (e), Па) <8 (e). 
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Por lo tanto, en las condiciones indicadas; 
1Ф (2, ш") Ф (z, w) |= 


-|z f Г-н] |< 
Е 


ата 


Rosumicndo, Ф (z, ш) = = es una función continua соп respecto 


P (а, w) =[40() 441 () 04... + Apr (г ш Ф (e, ш), 

donde А, (z) son funciones analíticas en el círculo |z — so | < 7’, y Ф (z, w) 
es una función de dos variables quo es analítica en el recinto | z — zo |< 7, 
|w — wo |< 0' y no se anula, El teoroma preparatorio de Woiorstrass quede 
domostrado. De este mismo so deduce inmediatamente la siguiente proposición: 
importanto, 

Tooroma de las funciones implícitas. Si F (2, ш) es 
una función de dos variables analitica en el recinto |: — žo | < r, | w — iwo | < р 
y satisface a las condiciones 


F (со, ш) =0, 


ÊF (20, wo) 


+0, 


entonces, en cierto entorno |з — so | <r < r, |w — шо | <p << p del punto 
(zo, wo), la ecuación F (z, ш) = O tiene para cada з una raíz w (з), y sôlo una. 
'sta raíz es una función uniforme y analítica en el circulo | 2 — ге | < r’ y repre- 
senta una función implícita, determinada por la ecuación Р (z, ш) = 0 y por la 
condición complementaria w (zo) == wọ. 
Para demostrarlo es surficiente referirse al teorema preparatorio de Weier- 
strass, en virtud dol cual Р (z, w) tiene en el caso dado (k = 1) la forma 


F (2, 0) =140(2) +w) Ф (с, ш), 
dondo Ф (z, w) + 0. Por consiguiente, рага |2—%<т' y |w—wp|<p” (los 


números г? y p' so obtienen de lemostración del teoroma procodento), 
la ecuación 


F(,u)=0 
es equivalente a la siguiente: 
Ay (2) +w=0, 
de donde resulta: 
1w=w ()=—Ap (4). 


Como la ecuación inicial dada se satisface рага :== y w=00 la último 
ecuación también tiene que satisfacerse para estos valores, es decir, se Liene: 
w= (30) = Ао (z0). 

El teorema queda demostrado, 
Volviendo a estudiar el caso general, consideremos la ecuación 


PE, ш)= Ае (J441()w0+...pot=0 (>). 
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Ya sabemos que para cada z, |= — za | << 7’, esta ecuación puseo Æ raices 
¿ey (2) (distintos o algunas de ellas iguales), pertenecientes al circulo | 10-—w <0. 

Si para un 2, = za dado y para ило do los valores wy (д):= wy ln derivada 
parcial 27.92-00. os distinta do cero, entuncos, hasóndoso en ol teorema de Tas 
funciones implicitas, halluremos una función w (z), analítica en un entorno dol 
punto zı, que satisface a la ecuación P (2. w) = 1 (y, por consiguiente, también 
а la ecuación inicial F (z, w) = 0), y toma el valor w, para = = z 


Calculando 22-12: 0), hallamos: 
Hen Ау (924 (9 и... p kui, 


Por consiguiente, no se puede aplicar el tuorema de las funciones implícitas 
solamente para aquellos pares de valores z y 10, para los cuales se cumplen 
simaltáneamonto las dos ecuaciones: 


NC (0) т... а 
Ay (094240 (5) w ana (kA) Аһ (2) wh oti, 


Eliminando entre éstas w, obtenómos cl discriminante de la ecunción 
PL, 10)=0 en la formas) 


®о аз с.а 
' 52 5 Sk 


D bew” 


жа за жы... за 
dondo sm = ау, (2) son Jas sumas de potencias que, como se vio anteriormento, 
representan funciones analíticas de z en ө entorno considerado. 

Do aquí so deduce quo el teorema de las funciones implícitas puedo apli- 
eare a enalquier punto z, para el cual D (z) +0 y a cualquiora de los valores 
respectivos my (20) (7 == 0, 1, . k— 1). 
dades: D (9/22 0 y D (2) z 0. En ol primer caso 

е en ol teorema de las funciones implicitas 

En ol segundo caso se puede soñalar un 
го lan pequeño. en el cual D (2) s4 0 on Lodos los puntos, 

о mismo 2,. Para cualquior punto гү de este entorno todas 
«++ k — 1) serán distintas, y оп el entorno del 
оз analíticas wy (=) (que son las ramas uniformos do 

m a la ecuación dada y toman Jus valores wy (zi). 


para n 
entorno 


respectivamente, para z 
Aquí nos limitaremos a esta 
octavo) se hará un ом 
algebraicas. Aho 
sencillo, cundo 


observaciones. A continuación (véase cl сар. 
„ ligado con el estudio de Jas funciones 


а ue acabamos de exponer en ни ejemplo 


= 2, es decir, 

ОЕ сала) y, PE (o, ш) 
‚у 0 ООЖ 
Para mayor sencillez, Lomemos ду = wọ = 0 (sustituyoudo 2 por + zo 


y w por w? + шо resulta precisamente esto caso). Entonces, según el teorema 
preparatorio de Weierstrass, la ecnación £ (2, w) = 0 será equivalente a la 


F (се, wo) =0. 


0, 


д7) Véase A. Ku r 0 ве һ, Curso de álgebra superior, Editorial Mir, 1908, 
$5 
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siguiente: 
Ao E+ A io, 


donde Ay (2) y А, (z) son funciones analíticas en cierto entorno del punto z = 0: 
Га. 


le отат 2 = 0 esta ecuación tiene que tenor una raíz doble, igual а cero, por 
lo cual, 
Ap(0)=0 y 41 (0,0. 


El discriminante do la ecuación se obtiene eliminando w entre las dos 
venaciones: 


MOHA (w+ 
y 
As (2) +20=0, 
y tiene la forma 
D()=141 (911440 ()=0, 


Ni D (2) ва 0, el teoroma general de las funciones implícitas no өз aplicablo. 
Poro өп este caso la ecuación dada puedo escribirse en la forma 


[e+3410]= 


de dondo w ра Hemos obtenido aquí una ¡función umforme ann- 
Jítica. 

Supongamos ahora que 2 (2) = 0. Como 2 (0) = (11, (0)*—4Ay (0)==0, 
se puede señalar un entorno del n de coordenadas, |z|<r, de modo 
«ue en el mismo 2 (2) no tendrá coros para т 32 0, Si 2, ез un punto de este 
entorno, que para precisar supondromos que satisfaco а la condición |а, < 


, entoncos on el círculo] :—=|<]z1| los coeficientes Ap (2) у As () 
során funciones analíticas, D (3) =O y, por consiguiente, obtendromos dos 


ramas uniformes y analíticas de la función w (2) que se exprosan por la fóre 
mula 


та Ао V DO, 


donde cada rama ш; (2) y wa (2) corresponde а una rama determinada de la raíz 
VDE); En lo que se rofiore al comportamiento de w (2) en el origen de co- 
ordenadas, aquí son posibles dos casos, sogún quo el origen de coordenadas 
sea un cero de orden par o impar de la función 2O. 
En el primor caso, el desarrollo de D (2) tiene la forma 
D (Eam h amp.. faam че бу, 
de donde 


Уруз (m4...) 
121190 


20 
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y 
A AV е... 


Hemos obtenido dos ramas uniformes y analíticas de la función {гу 
vn el entorno del origen de coordenadas, 
En el segundo caso 


D (y= agmi agm? 0), 
de donde 


2т—1 
VIG=Vima= ? (4...) 


2п-1 


NS 


Rosulta una función biformo en un entorno arbitrariamente pequeño del 
origen de coordenadas, para la cual el origen do coordonadas es un punto 
algebraico de ramificación de primer orden. 


APENDICE 


DEL TRADUCTOR HECHO PARA LA EDICION 
ESPAÑOLA DE ESTE LIBRO 


Extracto del artículo E. Aparicio Bernardo, «Sobre la incl 
hación mínima a cero do los soudopolímomios de cooficientes onteros algobr: 
соз» (д. Апарисио Бернардо «О напменыпем отклопенип от нуля квайимио- 
точлспов с целыми алтобрапчоскими коэффпциептамл». Вестивк МГУ, N 2. 
1962, $1, 21—24). 


SEUDOPOLINOMIOS ORTOGONALES 


Жа А sy гу de (Rod >=—-=52) una sucesión” do 


números complejos distintos, numerada en el orden de crecimiento 

de sus módulos, y en caso de números de igual módulo, en el orden 

de crecimiento del argumento; 1>0 es un número real. 
Examinemos los scudopolinomios de la forma 


в.) aan, 260,0, o 


de coeficientes complejós аһ, n. Se supone que 222 =e 19%, donde 
lng significa el valor principal (In 1= 0). 
Hagamos 


En (a) = 5 а.м 


(@ designa el número conjugado con a). 
Hallemos una sucesión de seudopolinomios Е, (z) ortonormales 
respecto del núcleo z" en el intervalo (0, 1) del eje real, es decir, que 


32% 
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satisfagan a la condición 


1 Е фа 
| aL, (2) En 5 A E ео 


> 


(2) 


Obsérveso que las condiciones de ortogonalidad de los soudopo- 
linomios (1) quedarán aseguradas si 


y. 
| (E anna) atra =0, q=0, 4, ... nde (8) 
о 50 
Después de integrar resnita el sistema de ecunciones 
Shn 0, g=0, 1,..., п–1, (4) 


2 Гргур rd 


del cual se hallan los coeficientes ал, „ dol seudopolinomio En (2). 
Con oste fin, consideremos las funciones racionales 


n 


ann enla) 
AA Gn © 


donde 
Ьь@=г+... у Qa O= | ЕА) 
son polinomios ordinarios de grados n y n-+1, respectivamente, 
y en= У) an,n. Entonces, en virtud de (4), 
7 


Р, (б) =0, фә, %, 4 п—1, 
por lo cual 


nai 
Pa = [| 2-5. 
@= l @—„) 
Para determinar аы, „ (0 < m<n) multipliquemos ambos miembros 
de (5) por + 1+T-+2%m y pongamos después 2=—1—t— Am; 
entonces tendremos: 


ЖЕ (6) 


APENDICE DEL TRADUCTOR EGI 


Hagamos ahora 


Qas (2) - Йе +1+т+%М). Р. 0) = 


к= 


entonces la expresión (6) para los coeficientes am,an puedo escri- 
birso en la forma 


+ One y бы) 
ETA н бы) ' 
El factor en lo hallaromos ahora de la condición 


ап, 


т=0, A, oon (8) 


1 
f En (к) Ё, (2) а г, 
la cual, on virtud de (9), so puedo sustituir por la condición 


ma 3 PT PEO 


Similarmente a (5) se pelo obtener también la identidad 


O 


>. аа Р, (2) 
ON 


de la cual, haciendo z= în, hallamos que 


а ба E 

De aquí, teniendo en cuenta (9), obtenemos que 

ба. 

an, пРа (ân) 

Por otra parte, haciendo m=» en (8), hallamos que 
A КЫ PA 

пы An) 

Multiplicando (10) por (11) y teniendo са cuenta que 

Paya (М) = Pn (a), 


(10) 


(11) 


obtonemos la igualdad 
Len E=4 4t ân Hin 
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de la cual hallamos definitivamente que 
i а= үф, 


puesto que E, зе puede suponer real y positivo. Los coeficien- 
teS ат, п se puede hallar ahora de la fórmula (8): 


ТЕРЕ ба 
am, n = VIETH tin бы Am) az 
1t +im+ An +1 Am) 


En particular, para el coeficiente superior resulta 
1 
Уат, 


Por lo tanto, queda demostrado el siguiente teorema. 
Teorema. Los scudopolinomios 


ara $ б) 
En(a)= |1 м-++% A O A A 
n (a) =V TFHA eree A (10 
5—0; dr 


donde Pns: (3) y Олы (2) están definidos por las fórmulas (7), for- 
man un sistema ortogonal y normal en el intervalo (0, 1) respecto 
del núcleo 2*(+>0)*). 

Fácilmonte se comprueba que los seudopolinomios (14) pueden 
expresarse en las siguientes formas integrales: 


En VIETE, (ya а [ Ones @) _ Je 
+ 2ni la L {= 4 це Pas C) 
> 


En (0) = 


МТТ НӨ» ү, Fasi) de, 
En +2 +149) Ps (2) 


donde el circuito cerrado simple C está situado en el semiplano 
Rez>— + y опсіегга los puntos Ag, As, .... An. 
De la teoría de los polinomios ortogonales se deduce que entre 


ж) El caso т =0, siendo Ày números complejos arbitrarios ES м >-3) 5 


fuo estudiado por el autor del presente apéndice en la tosis defendida por él 
en el año 1954. 
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todos los seudopolinomios de Ја forma 


nt 
Р) = 2+ D ar 
el seudopolinomio T 


2-89 


proporciona el valor mánimo de la integral 


Р, (х) = 


1 
{ТР (чаг. 
ù 
Según (2) y (12), esto valor mínimo es igual a 
РЗ 0) |! 
Ф. On) 


Рага т=0 у А = los seudopolinomios (14) 'son los polino- 
mios de Legendre. 


; 
o. ПЕ @ргбй=@+т+2Же)| 


15. 


. Caratheodory С. 
Courant HR. “Coometrischo Funk 
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